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ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ И ОПРЕДЕЛЕНИЙ 

 

R  - множество действительных чисел. 

R + - множество неотрицательных чисел из R , т.е.   ,0R  - полуось. 

  - означает «принадлежит». 

 - означает «не принадлежит». 

  - означает «существует». 

 - означает «следует». 

  - означает «равносильно, эквивалентно». 

  ,0tJ  - бесконечный полуинтервал, .0 Rt   Этот интервал тоже 

называется полуось, если начало координат перенести в .0t  

 RJC ,  - пространство функций, определенных и непрерывных на 

полуинтервале J  со значениями из R  .      

 RJC k ,  - пространство функций, определенных и k  раз непрерывно 

дифференцируемых на J  со значениями из R  .  

В настоящей работе все фигурирующие функции, зависящие от t , 

 ,t , zyx ,, , являются непрерывными при 0tt  , 0tt   , zyx ,, .  

       




0

,
t

pp

g tdgtxRJLtx   0p , где  tg  - возрастающая на J      

функция.  

       




0

,
t

pp

g tdgtxRJLtx   0p , где  tg  - возрастающая на J      

функция.  

    0,1  constMJtOtx  такая, что   Mtx  . В этом случае 

говорят, что функция  tx  ограничено на полуинтервале J . 

 tx  стремится к нулю при t  означает:   .,0lim  ttx  
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 [13]. Производной функции  tf  по возрастающей 

 tg  в точке  bat ,  называется предел отношения приращения функции  tf  

к приращению функции  tg  при стремлении приращения аргумента t  к 

нулю: 

 
 

   
   

,limlim
00 tgttg

tfttf

tg

tf

tt 









 

если этот предел существует, и обозначается  
 
 

.
tdg

tdf
илиtf g

  

Формулы дифференцирования по возрастающей функции  tg : 

        ;constCuCCu tgtg 
              ;tgtgtg vuvu 


  

       ;tgtgtg vuvuuv 
              

 

   
.

2v

vuvu

v

u tgtg

tg











 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 [13]. Для функции  ,tK  частные производные 

первого и второго порядков находятся следующим образом: 

    
   
   tgttg

tKttK
tK

t
tg











,,
lim,

0
     (если предел существует) ; 

  
   
   







gg

tKtK
tK g








,,
lim,

0
     (если предел существует) ; 

       

 




g

tK
tK

tg

gtg





,
,          (если предел существует) ; 

       

 tg

tK
tK

g

tgg












,
,                        (если предел существует) ; 

           ,, tKtK tgggtg
        ( в силу непрерывности смешанных 

производных) . 

 Для функции четырех аргументов  ysxtK ,,, частные производные 

первого и смешанного второго, третьего и четвертого порядков находятся 

аналогично определению 2. 
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  ИУ – интегральное уравнение. 

          ИУВС – интегральное уравнение Вольтерра-Стилтьеса. 

          ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра . 

 ИДУВС – интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра-

Стилтьеса. 

Под   )0(),( 1,  pGLxtu p

  понимается : 

    ,)0()(,
0 0

 
 

pxdtdxtu p   

где },:),{(),( 1  xotoxtGxt  - бесконечный сектор. 

Тогда при 1p абсолютная суммируемость функции ),( xtu  на 

бесконечном секторе 1G , а при 2p  квадратичная суммируемость 

функции ),( xtu  на бесконечном секторе 1G . 

Ограниченность функции  xtu ,  для    baJGxt ,, 
 означает:  

 
  .,sup

,




xtu
Gxt

 где ., Rba                       

)( 0GC  - пространство непрерывных функций на    tttG  00 :, . 

 В диссертации принята тройная нумерация внутри каждого раздела 

главы. Например, теорема 2.2.1 означает первую теорему раздела 2 главы 2; 

(3.4.2) – вторая формула раздела 4 главы 3. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы диссертации. Литературный анализ показывает, 

что ИДУВС и ИУВС становятся удобными математическими моделями для 

описания, изучения и прогнозирования процессов из многих отраслей науки и 

техники. Например, они применены для математического моделирования 

изучения устойчивости процессов с импульсным воздействием [22,c.194-196], 

процессов из оптимального управления [44], обратных задач теории рассеяния 

[52], процессов из динамической теории кинетических уравнений для 

классических и квантовых систем [62,50].  

Изучение устойчивости и стабилизации таких процессов по истечении 

времени приводят к развитию исследований по качественной теории ИДУВС 

и ИУВС на полуоси. Во многих работах, в частности, в монографиях А.Д. 

Мышкиса [49], Е.А. Барбашина [22,c.194-196], А.В.Шелеста [62], Н.В. 

Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллиной [3,4], В.Б. Колмановского,  

В.Р. Носова [43], в обзорной статье C.S. Hönig’s [64], в препринте Л.А. 

Сахновича [52] развита общая и качественная теория некоторых классов этих 

уравнений, разработаны методы и указаны новые направления исследований. 

Исследования из монографии Е.А. Барбашина [22,c.194-196] по операторным 

уравнениям Вольтерра-Стилтьеса справедливы для решений некоторых 

частных классов ИУВС с двумя и несколькими независимыми переменными. 

Исследования А.Н. Тихонова [55], М.М. Лаврентьева, В.Г. Романова, 

С.П. Шишатского [46,c.163-172], проведенные в связи с обратными задачами, 

показывают актуальность исследований по регуляризации и единственности 

решения интегральных уравнений Вольтерра и ИУВС с одним и несколькими 

независимыми переменными. 

Заметим, что исследование по ограниченности на полуоси решений 

одного класса ИДУВС, проведенное Дж.Дж. Левиным (J.J. Levin) [65;63,c.201-

213], показывает трудность исследований по ограниченности и другим 

асимптотическим свойствам решений ИДУВС и ИУВС на полуоси. Это 
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вполне закономерно относится к ИДУВС и ИУВС с решениями, зависящих от 

одной и нескольких независимых переменных. 

Отметим, что А. Асановым (2001) введено определение производной по 

возрастающей функции и им же показано (2003), что исследование 

асимптотических свойств решений ИДУВС с одним и несколькими 

независимыми переменными существенно облегчается. 

 В кандидатской диссертации Ж.О. Толубаева [58] исследованы 

ограниченность и квадратичная суммируемость решений скалярных и 

векторных ИДУВС, а также квадратичная суммируемость решения ИУВС 

второго рода по возрастающей функции первого и второго порядков на 

полуоси.  

Более тщательный анализ работ других авторов показывает, что 

исследования по общей и качественной теории ИДУВС и ИУВС являются 

актуальными. 

В настоящей диссертационной работе, во-первых, проводятся  

исследования по ограниченности и другим асимптотическим свойствам 

решений новых классов скалярных ИДУВС первого и второго порядков и 

ИУВС второго рода на полуоси, отличных от исследований Ж.О. Толубаева 

[58] , во-вторых, проводятся исследования по ограниченности и квадратичной 

суммируемости решений ИУВС второго рода с двумя независимыми 

переменными в неограниченных областях, по единственности и 

регуляризации решения ИУВС первого рода с двумя независимыми 

переменными в ограниченных областях. 

Следовательно, тема исследований настоящей работы-актуальная.  

Связь темы диссертации с научно-исследовательскими проектами.  

Работа выполнена в рамках проектов НИР Института теоретической и 

прикладной математики НАН КР: «Развитие и приложения компьютерного 

моделирования, асимптотических и аналитических методов в теории 

динамических систем, обратных и оптимизационных экономических задач в 

анализе геофизических данных для оперативного прогноза землетрясений» 
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(2012-2014), номер гос. регистрации № 0005756, «Развитие и приложения 

компьютерного моделирования, асимптотических, топологических и 

аналитических методов в теории устойчивости динамических систем, 

разрешимости обратных задач, экономических и геофизических процессов» 

(2015-2017), номер гос. регистрации № 0007125 и включены в отчеты по этим 

проектам. 

 Цель и задачи исследования. Применением и развитием качественных 

методов, разработанных в ИМ НАН КР, получить достаточные условия для 

степенной абсолютной интегрируемости на полуоси решения линейного 

ИУВС, оценки и асимптотических свойств решений и их первых производных 

слабо нелинейных ИДУВС первого и второго порядков соответственно на 

полуоси; квадратичной суммируемости и ограниченности на полуоси 

решений линейных и слабо нелинейных ИУВС второго рода с двумя 

независимыми переменными; регуляризации и единственности решения 

линейных ИУВС первого рода с двумя независимыми переменными. 

 Методика исследования. Применяются и развиваются метод 

преобразования уравнений, метод весовых и срезывающих функций, метод 

интегрирования по частям, метод интегральных неравенств с интегралом 

Стилтьеса, метод неотрицательных квадратичных форм, разработанные в ИМ 

НАН КР. 

 Научная новизна. Установлены достаточные условия абсолютной и 

квадратичной интегрируемости на полуоси решения линейного ИУВС 

второго рода без предположения, что этими свойствами обладает его 

свободный член, при этом доказана общая теорема и из нее выведены 

множество следствий - коэффициентных признаков; для оценки, 

ограниченности, стремления к нулю, абсолютной и квадратичной 

интегрируемости на полуоси любого решения слабо нелинейного ИДУВС 

первого порядка, при этом рассматривается случай, когда производная 

возрастающей функции, по которой ведется интегрирование, может быть 

разрывной в некоторых точках полуоси; ограниченности на полуоси любого 
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решения и его первой производной слабо нелинейного ИДУВС второго 

порядка, также оценки, абсолютной и квадратичной интегрируемости на 

полуоси, стремления к нулю первой производной любого решения этого 

уравнения, при этом рассматривается случай, когда производная 

возрастающей функции, по которой ведется интегрирование, может быть 

разрывной в некоторых точках полуоси; абсолютной и квадратичной 

суммируемости на бесконечном секторе решения слабо нелинейного ИУВС 

второго рода с двумя независимыми переменными; для оценки и 

ограниченности решения линейного и слабо нелинейного ИУВС второго 

рода с двумя независимыми переменными в бесконечной полосе, при этом 

существенно используется возрастание функции интегрирования по 

пространственной переменной; единственности решения линейного ИУВС 

первого рода с двумя независимыми переменными в пространстве 

квадратично суммируемых функций в заданном прямоугольнике; 

регуляризируемости по М.М. Лаврентьеву и единственности решения 

линейного ИУВС первого рода с двумя независимыми переменными в 

пространстве непрерывных функций в заданном прямоугольнике.  

 В главе 2 и в разделах 3.1, 3.4, 3.5 установлены условия 

преимущественно типа знака функций.              

            Для установления этих результатов применены и развиты метод 

преобразования уравнений, метод весовых и срезывающих функций, метод 

интегрирования по частям, метод интегральных неравенств с интегралом 

Стилтьеса, метод неотрицательных квадратичных форм.  

Теоретическая и практическая значимость. Настоящая работа носит 

теоретический характер. Ее результаты могут быть применены в общей и 

качественной теории ИДУВС и ИУВС, а также при анализе и 

прогнозировании некоторых процессов механики с импульсным 

воздействием, оптимального управления, динамической теории 

кинетических уравнений для классических и квантовых систем, обратных 

задач теории рассеяния. 
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Основные положения диссертации, выносимые на защиту. 

Установление достаточных условий: 

 абсолютной и квадратичной интегрируемости на полуоси решения  

          линейного ИУВС второго рода без предположения, что этими     

          свойствами обладает его свободный член, при этом доказана общая  

          теорема и из нее выведены множество следствий - коэффициентных  

           признаков;  

 для оценки, ограниченности, абсолютной и квадратичной 

интегрируемости на полуоси, стремления к нулю любого решения 

слабо нелинейного ИДУВС первого порядка, при этом рассматривается 

случай, когда производная возрастающей функции, по которой ведется 

интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках полуоси;  

 ограниченности на полуоси любого решения и его первой производной  

          слабо нелинейного ИДУВС второго порядка, оценки, абсолютной и  

          квадратичной интегрируемости на полуоси, стремления к нулю первой  

          производной любого решения этого уравнения, при этом  

          рассматривается случай, когда производная возрастающей функции,  

          по которой ведется интегрирование, может быть разрывной в  

          некоторых точках полуоси;  

 абсолютной и квадратичной суммируемости на бесконечном секторе 

решения слабо нелинейного ИУВС второго рода с двумя 

независимыми переменными;  

 для оценки и ограниченности решения линейного и слабо нелинейного 

ИУВС второго рода с двумя независимыми переменными в 

бесконечной полосе, при этом существенно используется возрастание 
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функции интегрирования по пространственной переменной, в случае 

ограниченности свободного члена этих уравнений; 

 единственности решения линейного ИУВС первого рода с двумя  

          независимыми переменными в пространстве квадратично  

          суммируемых функций в заданном прямоугольнике;  

 регуляризируемости по М.М. Лаврентьеву и единственности решения  

          линейного ИУВС первого рода с двумя независимыми переменными в  

          пространстве непрерывных функций в заданном прямоугольнике. 

Личный вклад соискателя. Проблемы исследования по теме 

диссертационной работы поставлены научным руководителем А.Асановым. 

Все материалы, включенные в диссертацию, принадлежат автору.  

Апробация результатов диссертации. Результаты настоящей 

диссертационной работы доложены и обсуждены на : 

‒ семинаре Отделения математики КТУ «Манас» (рук. семинара д.ф.-

м.н., проф. Асанов А., 2014-2017 гг., г. Бишкек); 

‒ семинаре кафедры дифференциальных уравнений КНУ им. Ж. 

Баласагына (рук. семинара д.ф.-м.н., с.н.с. Байзаков А.Б., 15 мая 2015 г., г. 

Бишкек ); 

‒ V Международной научной конференции «Асимптотические, 

топологические и компьютерные методы в математике», посв.85-летию 

академика НАН КР и члена-корреспондента РАН М.И. Иманалиева (13 сент. 

2016 г., г. Бишкек); 

‒ научно-теоретической конференции «Кыргызстандын түштүк-батыш 

чөлкөмүндө илимий изилдөө иштери : багыттары жана көйгөйлөрү», посв. 20 

–летнему юбилею СГЭИ БатГУ (12 нояб. 2016 г., г Сулюкта КР). 

‒ VI Конгрессе математического общества Тюркского мира (2-5 окт. 

2017 г., г. Астана). 
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 Полнота отражения результатов диссертации в публикациях. 

Основное содержание диссертационной работы опубликовано в 9 статьях 

[16,18,37,19-21,38-40]. В совместных статьях: [16] постановка задачи 

принадлежит научному руководителю А. Асанову, [37-40] обсуждение 

результатов - соавтору С. Искандарову, доказательство теорем, вывод 

следствий и построение иллюстративных примеров - автору.  

 Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения, трех глав, содержащих 13 разделов, выводов и списка 

использованной литературы из 66 наименований, 95 стр. компьютерного 

текста. 

В главе 1, состоящей из четырех разделов, приводятся обзор работ по 

асимптотическим свойствам решений интегральных и интегро-

дифференциальных уравнений Вольтерра-Стилтьеса с одной независимой 

переменной на полуоси, а также по регуляризации и единственности решения 

интегральных уравнений Вольтерра и Вольтерра-Стилтьеса с двумя 

независимыми переменными; леммы о преобразованиях двойного интеграла 

Вольтерра - Стилтьеса, об интегрировании неравенства по возрастающей                 

функции и об интегральных неравенствах Вольтерра - Стилтьеса на полуоси; 

теорема о регуляризации и единственности решения интегрального уравнения      

Вольтерра первого рода с двумя независимыми переменными, и заключение. 

Глава 2, состоящая из четырех разделов, посвящена исследованиям по 

степенной абсолютной интегрируемости, оценке и ограниченности и другим 

асимптотическим свойствам решений скалярных ИУВС второго рода и 

ИДУВС первого и второго порядков на полуоси. 

В разделе 2.1 установлены достаточные условия принадлежности 

пространствам    2,1, pRJLp

g  решения ИУВС:  

           1.1.2,, 0

0

tttfdgxtKtx

t

t

  

без предположения, что его свободный член      ,2,1,  pRJLtf p

g   
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где  tg  - возрастающая функция.  

В разделе 2.2 установлены достаточные условия для оценки, 

ограниченности на полуинтервале J , стремления к нулю при t , 

принадлежности пространствам    2,1, pRJLp

g  любого решения  

ИДУВС вида 

                      1.2.2,,,,,,, 0

00

ttdqxtHtxtFtfdgxtKtxtatx

t

t

t

t















  

 где    tqtg ,  - возрастающие функции, функции    xtHyxtF ,,,,,   

удовлетворяют по пространственным переменным следующим условиям 

слабой нелинейности: 

 

           HFxthxtHytlxtlyxtF ,,,,,,, 1  

             
 

с неотрицательными «коэффициентами Липшица»      .,,, 1 thtltl  

Показано, что производная возрастающей функции  tg , по которой 

ведется интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках 

полуинтервала J . 

Раздел 2.3 посвящен установлению достаточных условий 

ограниченности на полуинтервале J  решений и их первых производных,  

оценке, принадлежности пространствам    2,1, pRJLp

g , стремлению к 

нулю при t  первых производных решений ИДУВС второго порядка 

вида 

                   tfdgxtKtxtbtxtatx

t

t



0

,

            1.3.2,,,,,,,, 022

0

ttdqxxtHtxtxtF

t

t















                                                                              
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где    tqtg ,  - возрастающие функции, функции    yxtHzyxtF ,,,,,,, 22   

удовлетворяют по zyx ,,  следующим условиям слабой нелинейности: 

              ythxthyxtHztlytlxtlzyxtF  ,,,,,,,,, 1022102                     22 , HF  

с неотрицательными «коэффициентами Липшица»     ,, thtlk   

)1,0;2,1,0(  k , при этом рассмотрен случай, когда производная 

возрастающей функции  tg , по которой ведется интегрирование, может 

быть разрывной в некоторых точках полуинтервала J .  

В раздел 2.4 проведен анализ результатам главы 2. 

В главе 3, состоящей из шести разделов, проводятся исследования по 

ограниченности и квадратичной суммируемости решений ИУВС второго рода 

с двумя независимыми переменными в неограниченных областях, по 

единственности и регуляризации решения ИУВС первого рода с двумя 

независимыми переменными в ограниченных областях. 

В разделе 3.1 установлены достаточные условия принадлежности 

пространствам    2,1, pGLp

  любого решения слабо нелинейного ИУВС 

второго рода с двумя независимыми переменными: 

                     1.1.3,,,,,,,,,,,,
00

uxtFxtfydytuyxtbsdxsusxtaxtuxtm

xt

  

  

где },:),{(),(  xotoxtGxt , ),,( xtm  xtfyxtbsxta ,),,,(),,,(  - известные 

функции, причем ,0),( xtm  ),( xtu - неизвестная функция. )(),( xt  - 

известные строго возрастающие непрерывные функции. 

;0)0(,0)0(   ),,( uxtF известная непрерывная функция, 

удовлетворяющая в области 1G  следующего условия слабой нелинейности: 

   FuxtguxtF ,),,( 

                                                                                                                                      

с неотрицательной ),( xtg . 
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Раздел 3.2 посвящен задаче об установлении достаточных условий 

ограниченности решения линейного ИУВС:  

                   1.2.3,,,,,,,,,,

00

10   

t

t

b

a

t

t

xtfsdydysuysxtKsdxsusxtKxtu 

     

где      batGxt ,,, 0  ,    ysxtKsxtK ,,,,,, 10 ,  xtf ,  - известные 

функции;  xtu ,  -неизвестная функция , 
  ,,:,, 00 bxatstsxtG   

  bxabyatstysxtG  ,,:,,, 01 ,    xt  ,  - известные строго 

возрастающие непрерывные функции соответственно на  ,0t  и 

 ba , ,     ,0

1 tCt , в случае ограниченности  xtf , ,   Gxt , . 

 В разделе 3.3 установлен аналог результата раздела 3.2 для следующего 

нелинейного ИУВС: 

    

                 1.3.3,,,,,,,,,,,,

00

10   

t

t

b

a

t

t

xtfsdydysvysxtHsdxsvsxtHxtv 

 

где      batGxt ,,, 0  ,    vysxtHvsxtH ,,,,,,,, 10 ,  xtf ,  - известные 

функции;  xtv ,  - неизвестная функция, 
  ,,:,, 00 bxatstsxtG   

  bxabyatstysxtG  ,,:,,, 01 ,    xt  ,  - известные строго 

возрастающие непрерывные функции соответственно на  ,0t  и  ba , , 

    ,0

1 tCt , в случае ограниченности  xtf , ,   Gxt , . 

В разделе 3.4 рассмотрено линейное ИУВС первого рода вида 

             ydytuyxtbsdxsusxta

xt

 ,,,,,,
00  

             

t x

xtfsdydysuysxtK
0 0

1.4.3,,,,,, 
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где },:),{(),( lxoTtoxtGxt  , ),,,(),,,(),,,( ysxtKyxtbsxta  - известные 

функции, ),( xtu - неизвестная функция. )(),( xt  - известные строго 

возрастающие непрерывные функции. 0)0(,0)0(   , и установлены 

достаточные условия единственности этого уравнения в пространстве   

)(2 GL . 

Раздел 3.5 посвящен построению регуляризирующего оператора по 

М.М. Лаврентьеву и достаточным условиям единственности решения в 

пространстве )(GC для линейного ИУВС первого рода с двумя 

независимыми переменными:  

                      

t

t

t

t

x

x

GxtxtfsdydysuysxtNsdxsusxtK

0 0 0

1.5.3,,,,,,,,,,,   

где  xtu ,  - искомая функция,  sxtK ,, ,  ysxtN ,,,  - известные ядра,  xtf ,  - 

известная функция;   0,0 xtf  при  Xxx ,0 ;   XxxTttxtG  00 ,:, , 

   xt  ,  - известные строго возрастающие непрерывные функции. 

В разделе 3.6 анализированы результаты главы 3. 

Построены иллюстративные примеры на все теоремы и на некоторые 

следствие глав 2, 3, показывающие естественность наложенных условий. 
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Г Л А В А 1. ОБЗОР РАБОТ ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ И     

           ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ МАТЕРИАЛЫ 

 

        1.1.   Обзор работ по свойствам решений интегральных и интегро-       

                 дифференциальных уравнений Вольтерра-Стилтьеса с одной   

                 независимой переменной, а также интегральных уравнений  

                 Вольтерра- тилтьеса с двумя независимыми переменными 

 

Из список литератур монографиях А.Д. Мышкиса [49, с 340-349], В.Б. 

Колмановского, В.Р. Носова [43, с 409-444],  В.А.Тышкевича [60, с 74-77], 

Н.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллиной [3, с 266-274; 4, с. 364-

381] и из библиографии некоторых новых работ, составленной 

М.К.Керимовым [42] можно найти работы некоторых авторов по 

ограниченности и другим асимптотическим свойствам решений скалярных 

ИДУВС первого и второго порядков и ИУВС второго рода на полуоси, по 

ограниченности и квадратичной суммируемости решений ИУВС второго рода 

с двумя независимыми переменными в неограниченных областях, по 

единственности и регуляризации решения ИУВС первого рода с двумя 

независимыми переменными в ограниченных областях. Анализ показывает, 

что число таких работ немногочисленно. В цитированных работах имеются 

также работы, посвященным более общим операторным и функционально-

дифференциальным уравнениям, содержащие частные классы ИУВС и 

ИДУВС. 

Ниже дадим краткий обзор результатов некоторых работ, близких по 

содержанию к теме настоящей диссертационной работы.  

В кандидатской диссертации Ж.О. Толубаева [58], наряду с другими 

результатами, развитием метода преобразования уравнений, метода 

неотрицательных квадратичных форм установлены достаточные условия 
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принадлежности решения линейного и ИУВС (2.1.1) пространству  RJLg ,2
 

в случае, когда его свободный член    RJLtf g ,2 ; принадлежности 

пространству  RJLg ,2
 и ограниченности на  J  решений линейного ИДУВС 

первого порядка вида (2.2.1) (в (2.2.1)   0,, yxtF ) в случае, когда свободный 

член этого уравнения    RJLtf g ,2 ; принадлежности 

пространству  RJLg ,2
 первых производных решений линейного ИДУВС  

второго порядка вида (в (2.3.1)   0,,,2 zyxtF ) в случае, когда свободный 

член этого уравнения    RJLtf g ,2 . Заметим, что в результатах 

относительно ИДУВС первого и второго порядков диссертации Ж.О. 

Толубаева [58] функция   ),( RJCtg  . Отметим, что в своей диссертации 

Ж.О. Толубаев [58] некоторые свои результаты для скалярных и ИУВС и 

ИДУВС обобщил на системы таких уравнений.  

Вопросы оценки, ограниченности на полуинтервале J

 

и устойчивости 

решений функционально-дифференциальных уравнений, содержащие ИДУ с 

«распределенным запаздыванием» и некоторые ИДУВС, исследованы 

монографиях А.Д. Мышкиса [49] , В.Б. Колмановского, В.Р. Носова [43],  

В.А.Тышкевича [60], Н.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллиной    

[3, 4], Н.В. Азбелева, П.М. Симонова [5], в статьях В.А. Тышкевича [69], 

М.И. Артемьева, Ю.Н. Смолина [6], Л.М. Березанского [23], в работах С.Г. 

Карнишина [41], Ю.Н. Смолина [54], при этом использованы формула Коши 

интегрального представление решения и метод интегральных неравенств. 

 В статье J.J. Levin’а [65;63, с. 201-213] исследована ограниченность на 

полуоси решений одного класса нелинейных ИДУВС с помощью методов 

функционального анализа, где интегрирование ведется по функции с 

конечным изменением.  

 В статье J.J. Levin’а [66] изучена оценка и ограниченность на полуоси 

решения слабо нелинейного липшицевого ИУ типа Вольтерра с монотонным 

ядром и ограниченным свободным членом с конечным изменением и сделано 
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замечания о возможности переноса этих результатов на нелинейного ИУВС 

на полуоси. 

В статьях С. Искандарова [32, 33] доказаны леммы об интегральных 

неравенствах с интегралом Стилтьеса и они применены к исследованию 

ограниченности и других асимптотических свойств решений ИУ и ИДУ 

Вольтерра с негладкими ядрами. Из результатов этих работ [32, 33] следует, 

что с помощью лемм, установленных в них, можно изучить асимптотические 

свойства решений линейных и слабо нелинейных ИУВС и ИДУВС на 

полуоси, где интегрирование ведется, в частности, по возрастающей 

функции.  

В статьях А. Абдукаримова [1] и [2] установлены достаточные условия 

квадратичной суммируемости на бесконечном секторе решений линейных 

скалярного и векторного двумерного ИУ Вольтерра второго рода 

соответственно, методом неотрицательных квадратичных форм и с 

применением неравенства Гельдера, в случае, когда изучаемым свойством 

обладают свободные члены рассматриваемых уравнений, при этом в [2] 

показана единственность решения в пространстве квадратично суммируемых 

на бесконечном секторе функций при тех же условиях.  

В статье А.Асанова, А.М. Абдукаримова [15] установлены достаточные 

условия квадратичной интегрируемости решения линейного двумерного 

ИУВС второго рода на бесконечной области, где интегрирование по t и x 

ведется по возрастающим функциям  t

 

и  x  соответственно, в случае, 

когда изучаемым свойством обладает свободный член рассматриваемого 

уравнения. 

В работе Э.М. Мухамадиева [48] установлены достаточные условие 

единственности решения ИУВС с разностным ядром второго рода на 

сегменте, где интегрирование ведется по функции с ограниченной вариацией. 

В книге А. Саадабаева [51] подробно изучены теория метода 

регуляризации А.Н. Тихонова, метода регуляризации М.М. Лаврентьева и их 

применения к решениям операторных и интегральных уравнений первого 
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рода. Заметим что, в списке литератур этой книги А.Саадабаева содержатся 

работы многих авторов по вопросам регуляризации и единственности 

решения отмеченных уравнений. 

Статья А. Асанова [10] посвящена вопросам регуляризации 

операторного уравнения Вольтерра первого рода в шкале банаховых 

пространств. 

В статье А. Асанова [11], наряду с другими результатами, методом 

неотрицательных квадратичных форм, установлены достаточные условия 

единственности решения операторного уравнения Вольтерра первого рода 

пространстве Гильберта.  

В настоящей диссертационной работе проводятся новые исследования 

по ограниченности и другим асимптотическим свойствам решений 

скалярных ИДУВС первого и второго порядков и ИУВС второго рода на 

полуоси, по ограниченности и квадратичной суммируемости решений ИУВС  

второго рода с двумя независимыми переменными в неограниченных 

областях, по единственности и регуляризации решения ИУВС первого рода с 

двумя независимыми переменными в ограниченных областях, отличных от 

результатов выше цитированных работ. 

 

        1.2.   Леммы о преобразованиях двойного интеграла Вольтерра-  

                 Стилтьеса, об интегрировании неравенства по возрастающей 

                 функции и об интегральных неравенствах Вольтерра- 

       Стилтьеса 

 

 

Аналогично работам [29, 34, 36, 35, 57] устанавливается следующая  

 

ЛЕММА 1.2.1.  Пусть [29, 34]:  t0  - некоторая весовая функция,  

   



n

i

i tKtK
1

,,, 
                                                                                             )(K  
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   



n

i

i tftf
0

,
                                                                                                     )( f  

   niti ...1
 - некоторые срезывающие функции, 

           1
,,


  iiii

ttKttR ,          1
 ttfttE iii   ni ...1 ; 

   nitci ...1  - некоторые функции. 

С использованием условий ,)(,)( fK введением функций 

       tctEtRt iii ,,,,     ni ...1 , интегрированием по частям, аналогично [29, 

34, 36, 35, 57] доказывается, что имеет место соотношение: 

                     












 t

t

t

t

s

t

sdgsxssfsdgdgxsKsxs

00 0

2,2   

                      
 


n

i

t

t

n

i

t

t

ii

s

t

iii sdgsxssEsdgdgsxsxsR
1 1

0 00

2,2   

                  


2

000

1

2

00 ,,,2,,

0

tsXtsRtcttXtEttXttR i

t

t

sigiii

n

i

ii  

                  

t

t

iigsigisig dgtXtRsdgsctsXsE

0

2

0 ,,,2   

               2.1.2,,,

0 0

0

2







  
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t
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t

iigsig tcsdgdgsXsR 

                                                           

где         

         nidgxtX

t

ii ...1,  


 . 
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Это лемма является аналогом лемм 1.4, 1.5 [35]. Из этой леммы в 

случае   ttg   вытекает лемма 1.5 лемма 1.5 [35], а в случае   ttg  , 

    0 tctf ii  ni ...1  - лемма 1.4 [35]. 

Следующая лемма соответствует свойству XVIII интеграла Стилтьеса 

[49, с. 319], приведенная в удобном нам виде. 

ЛЕММА 1.2.2. Пусть  tg не убывает и    tftf 21  . Тогда справедливо 

неравенство    

        ., 021

00

ttsdgsfsdgsf

t

t

t

t

   

Следующая лемма доказывается аналогично леммам из статей [32, 33].   

ЛЕММА 1.2.3. Пусть для неотрицательных функций 

1 2 3( ), ( ), ( ), ( , )u t t t t     и постоянной *с  выполняется интегральное 

неравенство: 

0 0

1 1 1

2 2 2
* 1 2 3 0( ) ( )( ( )) [ ( )( ( )) ( , )( ( )) ( )] ( ),

t s

t t

u t c s u s s u s s u dq dg s t t          .           

Тогда верна оценка: 

0 0

* 1 2 3 0( ) exp( ( )[ ( ) ( , ) ( )] ( )),

t s

t t

u t c s s s dq dg s t t        . 

 

1.3.  Заключение по главе 1.  

 

Приведен обзор ранее опубликованным работам, наиболее близким к 

теме исследования предлагаемой диссертационной работы по ограниченности 

и другим асимптотическим свойствам решений скалярных ИДУВС первого и 

второго порядков и ИУВС второго рода на полуоси, по ограниченности и 

квадратичной суммируемости решений двумерного ИУВС второго рода в 

неограниченных областях, по единственности и регуляризации решения 

двумерного ИУВС первого рода в прямоугольных областях. Анализ работ 
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показывает, что выбранная нами тема исследований актуальна и имеет 

определенный теоретический и практический интерес. 

Приведены леммы о преобразованиях двойного интеграла Вольтерра- 

Стилтьеса, об интегрировании неравенства по возрастающей функции и об 

интегральном неравенстве Вольтерра-Стилтьеса, которые будут применены 

главах 2,3 настоящей работы. 
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Г Л А В А 2.  ИНТЕГРАЛЬНЫЕ И ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  

 

                      УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА-СТИЛТЬЕСА НА ПОЛУОСИ 

 

Всюду в этой главе, следуя С. Искандарову [28,34], предположим: 

 t0  - некоторая весовая функция,  

   



n

i

i tKtK
1

,,, 
                                                                                              )(K  

   



n

i

i tftf
0

,
                                                                                                     )( f  

   niti ...1
 - некоторые срезывающие функции, 

           1
,,


  iiii

ttKttR ,          1
 ttfttE iii   ni ...1 ; 

   nitci ...1  - некоторые функции. 

Будем говорить, что выполняется условие (R) ,если:  

I)       0,,0, 00  ttRttR tigi , существуют функции  tci  такие, что 

      tcttRtE iii 0

2
, ,              nitcttRtE tigtigtig ...1, 0

2
 ;  

II)          nitRtR gtigig ...10,,0,    . 

Будем говорить, что выполняется условие (  ), если:  

существует функция   0t  такая, что      tttg   .   

Будем говорить, что выполняется условие ( ), если:  

     
 

     .02  ttg
tdg

d
tatt    
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2.1.  О степенной абсолютной интегрируемости решения  

        линейного интегрального уравнения Вольтерра-Стилтьеса    

        второго рода 

 

Устанавливаются достаточные условия абсолютной и квадратичной 

интегрируемости на полуоси решения линейного интегрального уравнения 

Вольтерра-Стилтьеса второго рода. При исследовании не требуется, чтобы 

свободный член уравнения обладал указанными свойствами. Интегрирование 

проводится по возрастающей функции. Применяются метод преобразования 

уравнений, метод весовых и срезывающих функций, метод интегрирования 

по частям. Строятся иллюстративные примеры.  

Все фигурирующие в работе функции являются непрерывными и 

соотношения справедливы при  0tt  ,   0tt   ;     ,0tJ ; 

ИУВС - интегральное уравнение Вольтерра-Стилтьеса. 

 ЗАДАЧА 2.1.1. Установить достаточные условия принадлежности 

пространствам    2,1, pRJLp

g  решения ИУВС:  

           1.1.2,, 0

0

tttfdgxtKtx

t

t

  

                                                               

без предположения, что его свободный член       ,2,1,  pRJLtf p

g   

где  tg  - возрастающая функция.  

Заметим, что для интегрального уравнения Вольтерра (в (1)   ttg  ) 

поставленная задача была решена во многих работах автора, например, в 

[13,27,29]. 

С использованием условий ,)(,)( fK введением функций 

       tctEtRt iii ,,,,     ni ...1 , интегрированием по частям, аналогично [29, 

34, 36, 35, 57] доказывается, что имеет место соотношение: 
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                     












 t

t

t

t

s

t

sdgsxssfsdgdgxsKsxs

00 0

2,2   

                      
 


n

i

t

t

n

i

t

t

ii

s

t

iii sdgsxssEsdgdgsxsxsR
1 1

0 00

2,2   

                  


2

000

1

2

00 ,,,2,,

0

tsXtsRtcttXtEttXttR i

t

t

sigiii

n

i

ii  

                  

t

t

iigsigisig dgtXtRsdgsctsXsE

0

2

0 ,,,2   

               2.1.2,,,

0 0

0

2







  
t

t

s

t

iigsig tcsdgdgsXsR 

                                                           

где         

         nidgxtX

t

ii ...1,  


 . 

Далее поступаем аналогично работам [29, 34, 36, 35]. Для решения 

   RJCtx ,  ИУВС (2.1.1) умножаем на    txt , интегрируем по возрастающей 

функции  tg  в пределах от 0t  до t , в том числе по частям, вводим условия 

)(,)( fK , функции        tctEtRt iiii ,,,,   ni ...1 , используем соотношения 

(2.1.2), в результате получаем следующее тождество: 

                  


t

t

iii

n

i

ii tcttXtEttXttRsdgsxs

0

0

1

2

00

2
,2,,2   

                 sdgsctsXsEtsXtsR sigisigi

t

t

sig 0

2

00 ,2,,

0

 

                        








t

t

t

t

s

t

igsigiig sdgdgsXsRdgtXtR

0 0 0

22
,,,,    
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         3.1.2,2

0

0 

t

t

sdgsxsfsc 

                                                                                    

где  
  

 


 
n

i

i tcc
1

0 .          

ТЕОРЕМА 2.1.1. Пусть 1)  tg - возрастающая функция;    

  0t ; выполняются условия )(,)( fK , (R); 2)        RJLtft g ,12

0 . 

Тогда для решения    RJCtx ,  ИУВС (2.1.1) имеет место утверждение: 

        4.1.2,

0

2

 

t

t

csdgsxs

                                                                                            

где      

      


 

0

.
2

0

t

tdgtftcc   

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя соотношение: 

                    sdgsfssxssdgsxsfs

t

t

t

t

00

0 0

22   

       

t

t

sdgsxs

0

2
       

t

t

sdgsfs

0

,
2

0  

условие 1) теоремы, из тождества (2.1.3) получаем неравенство: 

               

t

t

t

t

sdgsfscsdgsxs

0 0

,
2

0

2
  

из которого в силу условия 2) теоремы вытекает утверждение теоремы 

(2.1.4).  Теорема 2.1.1 доказана. 
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СЛЕДСТВИЕ 2.1.1. Если 1) выполняются все условия теоремы 2.1.1;  

2)     )0/,(11




 RJLt g  (соответственно   00   t ), то решение ИУВС 

(2.1.1)   ),(1 RJLtx g  (соответственно    RJLtx g ,2 ). 

Первое утверждение этого следствия вытекает из: 

                  212

1

2

1

txtttxtttx   


 

интегрированием по функции  tg  и с учетом (2.1.4), аналогично теореме 2 

[31]. Второе утверждение получается из (2.1.4) сразу. 

СЛЕДСТВИЕ 2.1.2. Пусть 

1)   ;0ta    2)   ,0, 0 ttQ      ,0, 0  ttQ tg  

существует функция  tc  такая, что  

      ,, 0

2
tcttQtf              tcttQtf tgtgtg


0

2
, ; 

3)    ,0,   tQg         .0,   tQ gtg  

Тогда для решения  tx ИУВС  

                      0

11
,,

0

tttbtqtadgxbtbtQtatx

t

t




   

верно утверждение  

         5.1.2,12
RJLtxta tg  

  Здесь        ,,1, 1 tbtntat           tqtftQtK  11 ,,,  ,  

   tctc 1                                                                     

 СЛЕДСТВИЕ 2.1.3. Если 1) выполняются все условия следствие 2.1.2; 
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2)        ,0/,11



  RJLta tg  то решение ИУВС     .,1 RJLtx tg  

 Это следует аналогично теореме 2 [31] и аналогично первому 

утверждению следствия 2.1.1 из следующего неравенства: 

                  12
2

1

2

1

2

1 
 tatxtatatatxtx ,                                          

интегрированием на отрезке  tt ,0 по функции  .tg  

 СЛЕДСТВИЕ 2.1.4. Если 1) выполняются все условия следствие 2.1.2; 

2)   ,00 ata  то решение ИУВС     .,2 RJLtx tg  

Утверждение следствия 2.1.4. получается аналогично второму 

утверждению следствия 2.1.1 из (2.1.5), используя     .0inf 0
0




atata
tt

 

Ниже рассмотрим случай вырожденного ядра  .,tK  

СЛЕДСТВИЕ 2.1.5. Если 1) выполняются условия 
 

 

     



n

i

ii tQtPtK
1

,,
 

   



n

i

i tftf
1

,

  
 

,mn          mitQtPtR iii
,...,1

1



,        1

 tPtQtT iii  ,,...,1 nmi        

        mitQtftE iii
,...,1

1



,      mitci ,...,1  - некоторые функции; 

2)       0,0  tRtR tigi , существуют функции  tci  такие, что  

      tctRtE iii 
2

,              mitctRtE tigtigtig ,...,1
2

 ; 

3)        ,,...,10,00 nmitTtT tigi     

 то решение  tx  ИУВС (2.1.1) принадлежит пространству   .,2 RJL tg  
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Это следствие вытекает из теоремы 2.1.1 при 

  ,1t                  ,,...,1,,...,1,, nmitPtmitQttQtPtK iiiiiii  
   

  
                  .,...,1,,,...,1,,

1
nmiTtRmitQtftEtRtR iiiiiii 


   

СЛЕДСТВИЕ 2.1.6. Решение  tx  ИУВС: 

            0

11

,

0

tttPdgxPtPtx
m

i

ii

t

t

m

i

i  


                                           

принадлежит пространству  .,2 RJLg  

В данном случае в следствии 2.1.5         ,,1, iiiii tEtRtQtP   

   mitc ii ,...,1
2

 . 

ПРИМЕР 2.1.1. Для ИУВС 

      0,
32

222

0










 t
t

e
dx

t

e
tx

ttt tt






 

выполняются все условия следствия 2.1.1 при     ,,
2tt etbeta   здесь ,00 t  

  .
2

1




t
tc  Значит, решение этого ИУВС    RRLtx

t
,1

 , хотя его 

свободный член  RRL
t

,1

 . 

ПРИМЕР 2.1.2. ИУВС 

 
   

     
0,

7

sin1

5

sinsin11
3

12

3

0
33

1212










  t

t

tt
dx

t

tt
tx

t





 

удовлетворяет всем условиям следствия 2.1.2 при   ,1ta      ,sin1
12

tttb   

здесь  
5

1
,0

30



t

tct .  
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 Следовательно, решение рассмотренного ИУВС    RRLtx
t

,2
3   

несмотря на то, что его свободный член  RRL
t

,2
3   

 ПРИМЕР 2.1.3. Для ИУВС 

         


 









dxt
t

te
ttx

t t

0

5

133
2

sinsin
3

coscos
1  

     
0,

2

1

7

sincos1
1

5

1
32














t
t

t

t

ttet t

                                

выполняются все условия теоремы при       ,1,
2

 ttttg   здесь ,00 t  

    ,sincos,1 5
13

1 ttetn t     ,
3

1
,1







t
tR    ,

7

1
1




t
tE  

  ,
7

1
1




t
tc         .12

11

0


 tttf  

Следовательно, решение этого ИУВС      .2,1,   pRRLtx p

t
 

ПРИМЕР 2.1.4. ИУВС: 

             0,451223
0

  ttdxtttx

t

  

удовлетворяет все условиям теоремы 2.1.1 и следствия 2.1.5, здесь ,00 t  

  ,ttg  ,1,2  mn  

          ,245,23
1

1

1

1



 tttEtttR
 

       .
2

1
,22225 2

1

1







t

t
tTtttc  

Значит, его решение этого ИУВС    RRLtx
t

,2

 . 
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ПРИМЕР 2.1.5. Для ИУВС 

          0,6466 3

0

  ttdxttx

t

  

выполняются все условия следствия 2.1.6. Здесь   .4,6,1 11  ttPm   

  

2.2.  Об оценке и асимптотических свойствах решений слабо   

         нелинейного интегро-дифференциального уравнения первого  

         порядка Вольтерра-Стилтьеса  

 

Устанавливаются достаточные условия, обеспечивающие оценку, 

ограниченности, стремления к нулю, абсолютной и квадратичной 

интегрируемости на полуоси любого решения слабо нелинейного интегро-

дифференциального уравнения первого порядка Вольтерра-Стилтьеса. 

Рассматривается случай, когда производная возрастающей функции, по 

которой ведется интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках. 

Развивается метод весовых и срезывающих функций. Применяется метод 

интегральных неравенств с интегралом Стилтьеса. Строятся иллюстративные 

примеры.  

 Все фигурирующие в работе функции от   yxtt ,,,,  являются 

непрерывными при 0tt  , 0tt   ,  yx , и соотношения имеют место 

при 0tt  , 0tt   ;   ,0tJ ; ИДУВС - интегро-дифференциальное 

уравнение Вольтерра-Стилтьеса. 

 ЗАДАЧА 2.2.1. Установить достаточные условия для оценки, 

ограниченности на полуинтервале J , стремления к нулю при t , 

принадлежности пространствам    2,1, pRJLp

g  любого решения  
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ИДУВС вида 
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
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где    tqtg ,  - возрастающие функции, функции    xtHyxtF ,,,,,   

удовлетворяют по пространственным переменным следующим условиям 

слабой нелинейности: 

 
          xthxtHytlxtlyxtF  ,,,,,, 1 

             
 HF ,  

с неотрицательными «коэффициентами Липшица»      .,,, 1 thtltl

 Насколько нам известно, такая задача изучается впервые. Заметим, что 

в [57] для линейного ИДУВС вида (2.2.1) (в (2.2.1)   0,, yxtF ) получены 

достаточные условия принадлежности пространству  RJLg ,2
 любого его 

решения в случае, когда    RJLtf g ,2 . 

С использованием условий ,)(,)( fK введением функций 
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                2.2.2,,,
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где         

         nidgxtX

t

ii ...1,  


 . 

Отметим, что при получении соотношения (2.2.2) используются 

соотношения (1.17)-(1.19) из [34, с. 46-47], соотношения (9) из [36], 

соотношение (10) из [57], леммы 1.4, 1.5 из [35]. 

Согласно [13, 57]  имеем 
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          Аналогично (2.2.3) получаем 
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Из (2.2.4)  при    1t   вытекает  (2.2.3). 

Теперь поступаем аналогично как в [28,34,36,35]. Для любого решения 

 tx  ИДУВС (2.2.1) умножаем на    txt , интегрируем по возрастающей  tg  в 

пределах от 0t  до t , в том числе по частям, вводим условия )(,)( fK , функции 

     tctEtR iii ,,, , используем соотношения (2.2.2), (2.2.4), условие  HF, , при 
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этом применяем леммы 1.2.1, 1.2.2. Тогда приходим к следующему 

неравенству:  

                          
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где 

     
 

    ,2 ttg
tdg

d
tatt           



 
n

i

i tctxttgc
1

0

2

000 ,       ,, 1 thtltG  .          

ТЕОРЕМА 2.2.1. Пусть 1)    tqtg , - возрастающие функции;   0t ; 

выполняются условия  HF , , )(,)( fK  с   00 tf , (R), (  ), ( );   

2)                    


 
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Тогда для любого решения    RJCtx ,1 с любым начальным данным  0tx  

справедливы утверждения: 

        6.2.2,12

1

Ottx


 

 

        7.2.2.,12

 RJLtxt g

                                        

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Учитывая, что условие I) из (R) обеспечивает: 

           tcttXtEttXttR iiiii 0

2

00 ,2,,  
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                )...1(0,2,, 0
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в силу условия 1) имеем интегральное неравенство: 
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Разрешая интегральное неравенство (2.2.8), аналогично лемме 3 из [33], 

или применяя лемму 1.2.3, учитывая условие 2), получаем 
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Так как,       ,2
tutxt   т.е.        2

1

2

1

tuttx


  ,         ,
0

2
tusdgsxs

t

t

  то из 

оценки (2.2.9) вытекают утверждения (2.2.6), (2.2.7) теоремы. Теорема 2.2.1 

доказана. 

Из доказанной теоремы 2.2.1 вытекают следующие предложения.  

СЛЕДСТВИЕ 2.2.1. Если выполняются все условия теоремы 2.2.1 и 

  00   t , то любое решение ИДУВС (2.2.1) ограничено на J .     

Это следует из оценки (2.2.6). 

СЛЕДСТВИЕ 2.2.2. Если выполняются все условия теоремы 2.2.1 и 

  


t
t

lim , то любое решение ИДУВС (2.2.1)   0tx  при t .                                                               

Это утверждение тоже получается из оценки (2.2.6). 
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СЛЕДСТВИЕ 2.2.3. Если выполняются все условия теоремы 2.2.1 и 

      )0/,(,0 11




 RJLtt g

 (соответственно   00  t ), то любое решение 

ИДУВС (2.2.1)   ),(1 RJLtx g  (соответственно    RJLtx g ,2 ). 

Первое утверждение этого следствия аналогично теореме 2 [31] следует 

из неравенства 
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интегрированием на отрезке  tt ,0 по функции  tg . Второе утверждение сразу 

следует из утверждения (2.2.7) теоремы 2.2.1. 

ПРИМЕР 2.2.1. Для ИДУВС 
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выполняются все условия теоремы и следствий 2.2.1-2.2.3 при     ttt 1 , 
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Таким образом, нам удалось решить выше поставленную задачу 2.2.1, 

т.е. нашли класс ИДУВС вида (2.2.1), для которого наша задача решаема. 

Заметим, что нам также удалось, снять условие     RJCtg ,  из кандидатской 
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диссертации Ж.О. Толубаева [58, c. 50-54], что достигли за счет введения 

некоторой весовой функции   0t . 

 

   2.3.   Об асимптотических свойствах решений слабо нелинейного  

        интегро-дифференциального уравнения второго порядка  

                  Вольтерра-Стилтьеса  

 

Устанавливаются достаточные условия ограниченности на полуоси  

любого решения и его первой производной слабо нелинейного интегро-

дифференциального уравнения второго порядка Вольтерра - Стилтьеса. 

Также изучается оценка, абсолютной и квадратичной интегрируемости, 

стремления к нулю первой производной любого решения этого уравнения. 

Рассматривается случай, когда производная возрастающей функции, по 

которой ведется интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках. 

Развивается метод весовых и срезывающих функций. Применяется метод 

интегральных неравенств с интегралом Стилтьеса. Строятся иллюстративные 

примеры.  

Все фигурирующие ниже функции от   zyxtt ,,,,,  являются 

непрерывными при 0tt  , 0tt   , zyx ,, и соотношения имеют место 

при 0tt  , 0tt   ;   ,0tJ ; ИДУВС - интегро-дифференциальное 

уравнение Вольтерра-Стилтьеса. 

 ЗАДАЧА 2.3.1. Установить достаточные условия ограниченности на 

полуинтервале J  решений и их первых производных,  оценки, 

принадлежности пространствам    2,1, pRJLp

g , стремления к нулю при  

t  первых производных решений ИДУВС второго порядка вида 
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                   tfdgxtKtxtbtxtatx

t

t



0

,

            1.3.2,,,,,,,, 022

0

ttdqxxtHtxtxtF

t

t















                                                                              

где    tqtg ,  - возрастающие функции, функции    yxtHzyxtF ,,,,,,, 22   

удовлетворяют по zyx ,,  следующим условиям слабой нелинейности: 

              ythxthyxtHztlytlxtlzyxtF  ,,,,,,,,, 1022102                     22 , HF  

с неотрицательными «коэффициентами Липшица» 

    ).1,0;2,1,0(,,   kthtlk  

Поставленная нами задача, насколько нам известно, ранее не изучена. 

Заметим, что в статье [17] для линейного ИДУВС вида (2.3.1) (в (2.3.1) 

  0,,,2 zyxtF ) получены достаточные условия    RJLtx g ,2  в случае 

   RJLtf g ,2 . 

Аналогично [13, 17] имеем 

       
 

 
 
 

            



t

t

t

t

t

t

sxdssgsdgsx
sdg

sdg
s

ds

sxd
sdgsxssx

0 00

2

2

1
  

             
 

           2.3.2,
2

1

2

1

2

1

0

22

000

2

 

t

t

sdgsxssg
sdg

d
txttgtxttg 

                   

                            

               
 
 

 
            

t

t

t

t

t

t

sxdssbsgsdg
ds

sdx

sdg

sdg
sxssbsdgsxssxsb

0 00

2

2

1
  

                 
 

             3.3.2.
2

1

2

1

2

1

0

22

0000

2

 

t

t

sdgsxssbsg
sdg

d
txttbtgtxttbtg 

    

 

Следуя работам [17, 28, 34, 36, 35] , с учетом условий 

,)(,)( fK получаем следующие соотношения: 
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                         




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



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   
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t
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t
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t

t

s

t
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1
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










n

i

i

t

t

sigii sdgtsXtsRttXttR
1

2

00

2

00 ,,,,

0

 

                       4.3.2,,,,,

0 0 0

22







   

t

t

t

t

s

t

igsigiig sdgdgsXsRdgtXtR  

                             

 

                



t

t

n

i

t

t

ii sdgsxssEsdgsxssf

0 0
1

                            

             5.3.2,,,
1

00

0

 
 















n

i

t

t

isigii sdgtsXsEttXtE

                                                               

           6.3.2,...1

0

0 
t

t

iisig nitctcsdgc

                                                                     

где         

         nidgxtX

t

ii ...1,  


 . 

Далее будем следовать работам [17, 28, 34, 36, 35]. Для любого 

фиксированного решения  tx  ИДУВС (2.3.1) умножаем    txt  , интегрируем 

по возрастающей функции  tg  в пределах от 0t  до t , в том числе по частям, 

при этом вводим условия ,)(,)( fK функции      tctEtR iii ,,,   ni ...1 , 

используем (2.3.2)-(2.3.6), условие  22 ,HF , применяем леммы 1.2.1, 1.2.2. В 

результате будем иметь следующее неравенство: 

                        
t

t

txttbtgsdgsxstxttg

0

222

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 
                       



tcttXtEttXttRsdgsxssbsg
sdg

d
iii

n

i

ii

t

t

0

1

2

00

2
,2,,

0

  

                 sdgsctsXsEtsXtsR sigisigi

t

t

sig 0

2

00 ,2,,

0

 

                    






    

t

t

t

t

s

t

igsigiig csdgdgsXsRdgtXtR

0 0 0

22
,,,,    

                          7.3.2,,,2

0 0

1010 








t

t

s

t

sdgdqxsGxsGsxslsxslsxs 

             

где      
 

    ,2 ttg
tdg

d
tatt                    



 
n

i

i tctxttbtgtxttgc
1

0

2

0000

2

000 ,
    

       1,0,, 2  kthtltG kk  . 

ТЕОРЕМА 2.3.1. Пусть 1)    tqtg , - возрастающие функции;   0t ; 

выполняются условия  22 ,HF , )(,)( fK  с   00 tf , (R), (  ), ( );   

2)       00  bttbtg  , 
 

       ;0 ttbtg
tdg

d
  

3)                        



























0 0

.,, 2

1

10
2

1

10
2

1

t

t

t

sdgdqsGsGsslslss   

Тогда для любого решения    RJCtx ,2  с любым начальными данными 

  )1,0(0

)( ktx k

 верны следующие утверждения: 

     8.3.2,1Otx                                                                                                              

        9.3.2,12

1

Ottx


                                                                                                  

          10.3.2.,12
RJLtxt tg  
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала заметим, что условие I) из (R) теоремы 

2.3.1 означает: 

           tcttXtEttXttR iiiii 0

2

00 ,2,,  

                )...1(0,2,, 0

2

00

0

nisdgsctsXsEtsXtsR sigisigi

t

t

sig   . 

На основании этого, в силу условий 1), 2), из неравенства (2.3.7) приходим к 

следующему интегральному неравенству:  

                   ctxbsdgsxstxttu

t

t
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1

2

1

10
2

1

0

0

sdgdqusGsGb
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

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
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    

Разрешая интегральное неравенство (2.3.11), аналогично лемме 3 из 

[33],  или применяя лемму 1.2.3 и учитывая условие 3) теоремы 2.3.1, имеем 

             











 





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1
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            12.3.2.,,
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

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
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

 csdgdqsGsGb

s

t

                                    

Из   0tu  и (12) следует, что        ,
2

 ctutxt  

      13.3.2,2

1




 cttx                                                                                               

            14.3.2,

0

2

 ctusdgsxs

t

t
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      15.3.2.2

1

0

2

0 



  cbtxctxb                                                                                                         

Следовательно, из (2.3.15), (2.3.13), (2.3.14) вытекают утверждения (2.3.8), 

(2.3.9), (2.3.10) теоремы 2.3.1 соответственно.  Теорема 2.3.1 доказана. 

Из доказанной теоремы 2.3.1 приходим к следующим следствиям. 

СЛЕДСТВИЕ 2.3.1. Если выполняются все условия теоремы 2.3.1 и 

  00   t , то любое решение  tx  и его первая производная  tx  ИДУВС 

(2.3.1) ограничены на J .     

Первое утверждение сразу получается из (2.3.8), а второе утверждение - 

из (2.3.9). 

СЛЕДСТВИЕ 2.3.2. Если выполняются все условия теоремы 2.3.1 и 

  


t
t

lim , то первая производная любого решения  tx  ИДУВС (2.3.1)  

стремится к нулю при t , т.е.    ttx ,0 .                                       

Это следует из (2.3.9). 

СЛЕДСТВИЕ 2.3.3. Если выполняются все условия теоремы 2.3.1 и  

      )0/,(,0 11




 RJLtt g  (соответственно   00  t ), то для любого 

решения  tx  ИДУВС (2.3.1) его первая производная   ),(1 RJLtx g  

(соответственно    RJLtx g ,2 ). 

Первое утверждение этого следствия аналогично теореме 2[8] вытекает 

из неравенства 

                  12
2

1

2

1

2

1 
 ttxttttxtx

  

интегрированием на  tt ,0 по функции  tg  и с учетом (2.3.10). Второе 

утверждение непосредственно имеем из (2.3.10). 

ПРИМЕР 2.3.1. Для ИДУВС 
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удовлетворяет всем условиям теоремы 2.3.1 и следствий 2.3.1-2.3.3 

при    23 2 3 ttt , здесь ,00 t   ,3 ttg          ,3
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Таким образом, мы нашли класс ИДУВС вида (2.3.1), для которого 

выше поставленная задача 2.3.1 решаема, при этом нам также удалось, снять 

условие     RJCtg ,  из кандидатской диссертации Ж.О. Толубаева [58, c. 60-

66], что удалось за счет введения некоторой весовой функции   0t . 

 

2.4.  Заключение по главе 2 

 

Установлены достаточные условия абсолютной и квадратичной 

интегрируемости на полуоси решения линейного ИУВС второго рода без 

предположения, что этими свойствами обладает его свободный член, при 
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этом доказана общая теорема и из нее выведены множество следствий - 

коэффициентных признаков; для оценки, ограниченности, абсолютной и 

квадратичной интегрируемости на полуоси, стремления к нулю любого 

решения слабо нелинейного ИДУВС первого порядка, при этом 

рассматривается случай, когда производная возрастающей функции, по 

которой ведется интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках 

полуоси; ограниченности на полуоси любого решения и его первой 

производной слабо нелинейного ИДУВС второго порядка, оценки,  

абсолютной и квадратичной интегрируемости на полуоси, стремления к нулю 

первой производной любого решения этого уравнения, при этом  

рассматривается случай, когда производная возрастающей функции, по 

которой ведется интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках 

полуоси. 

На все теоремы и на некоторые следствия из них построены 

иллюстративные примеры, подтверждающие выполнимость налагаемых 

условий. 
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Г Л А В А 3.  ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА- 

                 СТИЛТЬЕСА С ДВУМЯ НЕЗАВИСИМЫМИ 

ПЕРЕМЕННЫМИ 

 

 3.1. Степенная абсолютная суммируемость решений слабо нелинейного   

        интегрального уравнения Вольтерра-Стилтьеса второго рода с  

        двумя независимыми переменными 

 

В этом разделе на основе понятия производной по возрастающей 

функции, методом преобразования уравнений и методом неотрицательных 

квадратичных форм установлены достаточные условия абсолютной и 

квадратичной суммируемости на бесконечном секторе решения слабо 

нелинейного интегрального уравнения Вольтерра- Стилтьеса второго рода с 

двумя независимыми переменными.  

 Рассмотрим слабо нелинейное интегральное уравнения Вольтерра-

Стилтьеса с двумя независимыми переменными вида: 

                      1.1.3,,,,,,,,,,,,
00

uxtFxtfydytuyxtbsdxsusxtaxtuxtm

xt

  

  

где },:),{(),(  xotoxtGxt , ),,( xtm  xtfyxtbsxta ,),,,(),,,(  - известные 

функции, причем ,0),( xtm  ),( xtu - неизвестная функция. )(),( xt   - 

известные строго возрастающие непрерывные функции  ;0)0(,0)0(    

),,( uxtF известная непрерывная функция, удовлетворяющая в области 1G  

следующего условия слабой нелинейности: 

   FuxtguxtF ,),,(                                                                                                                                        

с неотрицательной ),( xtg . 

Отметим, что множитель ),( xtm в уравнении (3.1.1) появляется, если обе 

части рассматриваемого уравнения вида (3.1.1) с 1),( xtm  умножить на 
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любую весовую функцию 0),( xtm  тождественно. Следовательно, функция 

),( xtm  в уравнение (3.1.1) выполняет роль весовой функции.  

В данной работе, используя метод, примененный в статье [12], 

установливаются достаточные условия абсолютной и квадратичной 

суммируемости решений уравнения (3.1.1) в области .G   

    Под   )0(),( ,  pGLxtu p


 понимается: 

    .)0()(,
0 0

 
 

pxdtdxtu
p

  

Тогда при 1p абсолютная суммируемость решения ),( xtu  на 

бесконечном секторе G , а при 2p  квадратичная суммируемость решения 

),( xtu  на бесконечном секторе G . 

 Предположим выполнение следующих условий: 

А) функции ),,( sxta ,   ),,( sxta t
  и  ),,((s)(t) sxta  непрерывны в области 

1G , где 

},:),,{(1  xotsosxtG , 0),,( oxta  и   0),,(  oxta t   при ,),( Gxt   

  0),,(  sxta s  и
 

0),,((s)(t)  sxta   
при ;),,( 1Gsxt   

В) функции ),,( yxtb ,   ),,( yxtb y
  и ),,((y)(x) yxtb 


 

- непрерывны в области 

},:),,{(2  xyotoyxtG , 0),,( oxtb  и   0),,(  oxtb x  при ,),( Gxt   

  0),,(  yxtb y   и 
 

0),,((y)(x)  yxtb   
при .),,( 2Gyxt   

ТЕОРЕМА 3.1.1. Пусть выполняются условия 1) А), В);  2)  F ;   

3)  
 

  ;
,

),(
,0, 2

, GL
xtm

xtf
xtm    4)

 
    0,2,),( 0  xtgxtmxt  

(соответственно    GLxtxt 1

,

1
),(,0),( 

  ). Тогда любое решение 

уравнения (3.1.1) принадлежит пространству  GL2

,  (соответственно 

пространству  GL1

, ). 
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     ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть  xtu ,  - решение уравнения (3.1.1). Тогда 

уравнение (3.1.1) умножаем на  xtu ,  и интегрируем по области 

     GxtxytsysGtx  ,,0,0:, , и получим тождество: 

                       sdyddysuyuysasdydysuysm

t x st x


0 0 00 0

2 ,,,,,,

 

                   )()(),(,,,,,
0 00 0 0

sdydysuysfsdydzdysuzsuzysb

t xt x y

  

   2.1.3.)()(),(),(,,
0 0

sdydysuysuysF

t x

   

   Преобразуем второй и третий интегралы левой части (3.1.2) по 

формуле интегрирования по частям и применением формулы Дирихле. 

Сначала преобразуем второй интеграл 

              sdyddysuyuysa

t x s

 ,,,,
0 0 0

 

 
 

           





























    sdydysuddyuysa

t x ss







,,,,
0 0 0

 

           













   sdydysudyuoysa

st x

 ,,,,
00 0

 

              













    sdyddysudyuysa

st x s




 ,,,,
0 0 0

                  




























   sdyddyuysayddyuoyta

st x

s

tx

 

2

00 0

2

00

,0,,
2

1
,,,

2

1

                         .,,,
2

1
,,,

2

1

0 0 0 0

22


 





 dydsddyuysadyddyuyta

t x t x t s

s

t

      



























  

Отсюда применив формулу Дирихле, окончательно имеем 
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                   













     yddyuytasdyddysuyuysa

x tt x s



2

0 00 0 0

,0,,
2

1
,,,,  

                     




























      



 dyddyuytasdyddyuoysa

t x tt x s

s

2

0 00 0

2

0

,,,
2

1
,,,

2

1
 

                3.1.3.,,,
2

1
2

0 0 0

sdydddyuysa

t x s s

s 


    












  

 Аналогичным образом для третьего интеграла левой части тождества 

(3.1.2) получим соотношение 

                   













     sddsuxsbsdydzdysuzsuzysb

t xt x y



2

0 00 0 0

,0,,
2

1
,,,,  

                          






























t x x

z

z

t s y

y sdzddsuzxsbsdyddsuoysb
0 0

22

0 0 0

,,,
2

1
,,,

2

1
 

 

                4.1.3.,,,
2

1
2

0 0 0

sdydzddsuzysb

t x y y

z

yz     












  

Подставляя преобразования (3.1.3),(3.1.4) в (3.1.2), учитывая условия 

1), 2) теоремы, имеем 

                   sdydysuysfsdydysuysm

t xt x


0 00 0

2 ,,2,,2  

         5.1.3.,,2
0 0

2 sdydysuysg

t x

   

Теперь проделаем следующее преобразование, выделением полного 

квадрата: 

         ysuysfysuysm ,,2,,
2
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    
   

 
 
 

 
 











ysm

ysf

ysm

ysf

ysm

ysuysf
ysuysm

,

,

,

,

,

,,
2,,

2

2

2

2
2

 

   
 

 
 
 

 6.1.3.
,

,

,

,
,,

2
2

ysm

ysf

ysm

ysf
ysuysm 










 

Отсюда с учетом преобразования (3.1.6), будем получать неравенство: 

           
 

 
   








   

t xt x

sdyd
ysm

ysf
ysuysmsdydysuys

0 0

2

0 0

2

,

,
,,,,   

           

 
 

     7.1.3.
,

,

0 0

2

sdyd
ysm

ysf
t x

 

  

Из (3.1.7) в силу условия 3) теоремы имеем 

         8.1.3,,, 0

0 0

2 fsdydysuys

t x

    

где  

 
 

    
 


0 0

2

0 .
,

,
sdyd

ysm

ysf
f   

 

Из (3.1.8) на основании первого из условий 4) теоремы вытекает 

                    ,, 0

0 0

2

0 fsdydysu

t x

     

что означает  .),( 2

, GLxtu   

Второе из утверждений теоремы, т.е.  GLxtu 1

,),(  , вытекает из         

следующего соотношения: 
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             122

1

2

1

,,,
2

1
,,),(),(



 xtxtuxtxtxtxtuxtu  

интегрированием по области G , аналогично теореме 2 [31], с учетом      

второго из условий 4) теоремы.  Теорема 3.1.1 полностью доказана. 

ПРИМЕР 3.1.1. Для интегрального уравнения 

         
  






x xt
yxt

t

sxtxt

u

ue
xtydytuesdxsuextue

0

2

0

,
12

sin
,,,

222

  

где 

     ,;0;0, Gxt     xxtt   , , выполняются все условия 

теоремы 3.1.1, здесь   ,, xtextm    ,,, sxtesxta 
 
 

222

,, yxteyxtb 
, 

  ,
2

1
, xtextg     

    ,2,,
2

1 1

,

1

0 GLext xt

 
      

 
 

   GLext
xtm

xtf xt 1

,

2
2

,

,
 

.        

Также А)      ,020,,,00,,   xt

t

xt etxtaexta   

   ,02,,   sxt

s essxta      ;04,,   sxt

st etssxta   

В)   ,00,,
22

 xtextb    ,040,,
22

 xt

x exxxtb  

        .016,,,04,,
222222

  yxt

yx

yxt

y exyxyyxtbeyyyxtb    

Следовательно, любое решение этого уравнения     )2,1(, ,  pGLxtu p

 , 

т.е. любое решение рассматриваемого уравнения абсолютно и квадратично 

суммируемо в бесконечном секторе    .;0;0 G
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 3.2.  Ограниченность решений линейных интегральных уравнений  

         Вольтерра-Стилтьеса второго рода с двумя независимыми   

         переменными 

 

 Рассмотрим следующее линейное ИУВС: 

                   1.2.3,,,,,,,,,,

00

10   

t

t

b

a

t

t

xtfsdydysuysxtKsdxsusxtKxtu 

где      batGxt ,,, 0  ,    ysxtKsxtK ,,,,,, 10 ,  xtf ,  - известные 

функции;  xtu ,  - неизвестная функция, 
  ,,:,, 00 bxatstsxtG   

  bxabyatstysxtG  ,,:,,, 01 ,    xt  ,  - известные строго 

возрастающие непрерывные функции соответственно на  ,0t  и 

 ba , ,     ,0

1 tCt . 

 Рассматривается задача об ограниченности решения ИУВС (3.2.1) в 

области G    

Пусть выполняются следующие условия: 

а)  sxtK ,,0  - непрерывная функция на 0G ,
 

     slssxtK 10 ,,   при всех 

  0,, Gsxt  , а     ,011 tLsl  и  sl1  - неотрицательная функция на  ,0t . 

б)  ysxtK ,,,1  - непрерывная функция на 1G ,      slsysxtK 21 ,,,   при всех 

  1,,, Gysxt  , а     ,012 tLsl  и  sl2  - неотрицательная функция на  ,0t . 

в)  xtf ,  - непрерывная функция на G , 
 

  


0
,

,sup fxtf
Gxt

. 

 ТЕОРЕМА 3.2.1. Пусть выполняются условия а), б) и в). Тогда 

существует единственное непрерывное ограниченное  решение ИУВС (3.2.1) 

и справедлива оценка       

 
   2.2.3,,sup 0

,

Cfxtu
Gxt



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где    

         












 


dsabslslC
t0

21exp  . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (3.2.1) получаем 

             3.2.3..,, 021

00

fdsydysusldsxsuslxtu

t

t

b

a

t

t

   

                           

Вводим обозначение: 

 
 

 xtutv
bax

,sup
,

  

Тогда из (3.2.3) имеем  

               4.2.3.,

0

0021 

t

t

ttfdssvabslsltv 

                                                

Применяя к (3.2.4) неравенства Гронуолла-Беллмана, имеем 

           













 

t

t

dsabslslftv

0

210 exp   . 

 Отсюда вытекает оценка (3.2.2).  Теорема 3.2.1 доказана.      

ПРИМЕР 3.2.1. Рассмотрим уравнение 

 
  

   


  sdxsu
ssxt

xtu

t


0

222
,

31

1
,

 

  
       5.2.3,sin,

13

2

0

1

0

23 





t

t xesdydysu
ssyxt



 

Здесь 1,0,00  bat ,     32 , xxtt   ,       00,11,2   tt . 
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 
  ssxt

sxtK



31

1
.,

2220 ,    
  ssyxt

ysxtK



13

2
,,,

231 ,     xextf t sin,  ; 

Проверим условия а) - в): 

а)
  

   
  

 sl
ssxts

s
ssxtK 122220

1

2

13

2
,, 





 ;      

б)     
  

 sl
ssyxts

s
sysxtK 22231

3

4

31

4
,,, 





 ; 

в)
  

  01sin, fxextf t   . 

Поэтому в силу теоремы 3.2.1 для решения  xtu ,  ИУВС (3.2.5) справедлива 

следующая оценка:
     

  ,,sup 0
,

CCfxtu
Gxt




 

где           












 


dsabslslC
t0

21exp   

  



















































00

22
33

4
2exp01

3

4

1

2
exp

s
arctgsarctgsds

ss
 

 
3

23

3

2
exp

23

4

2
2exp



























 e ,    т.е.     

 
 

   
3

23

0
3

23

,

,sup

 



 efextu
Gxt

. 

ПРИМЕР 3.2.2. Рассмотрим уравнение 

 
 

   



  sdxsu

sxt

xt
xtu

t


0

23
,

1

sin5
,

 

 
        )6.2.3(.cos3,

5

cos7

0

1

0

2223  





t

xtsdydysu
syxt

sxt


 

Тогда 1,0,00  bat ,     xxss   ,  ,        00,11,1   s ,  
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 
 

230
1

sin5
,,

sxt

xt
sxtK




 ,    

 
22231

5

cos7
,,,

syxt

sxt
ysxtK




 ,      xtxtf  cos3,

 
; 

Проверим выполнения условий а) - в): 

а)    
 

  ;
1

5

1

sin5
,, 12230 sl

ssxt

xt
ssxtK 









 

б)    
 

 ;
5

7

5

cos7
,,, 2222231 sl

ssyxt

sxt
sysxtK 







  

в)     03cos3, fxtxtf  . 

Значит, все условия теоремы 3.2.1 для ИУВС (3.2.6) выполнены и поэтому   

справедлива оценка:
  

  ,3,sup 0
,

CCfxtu
Gxt




 

где             




































 


ds
ss

dsabslslC
t 0

2221 01
5

7

1

5
expexp

0

  




































25

7

2
5exp

55

7
5exp

0

s
arctgsarctgs

 

,
52

755
exp 52

755 











 

 e

 

т.е. 
 

 
   

52

755

0
52

755

,

3,sup

 



 efextu
Gxt

. 

  

3.3.  Ограниченность решений нелинейных интегральных 

        уравнений Вольтерра-Стилтьеса второго рода 

        с двумя независимыми переменными 

 

Рассмотрим следующее нелинейное ИУВС: 

                 1.3.3,,,,,,,,,,,,

00

10   

t

t

b

a

t

t

xtfsdydysvysxtHsdxsvsxtHxtv   
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где      batGxt ,,, 0  ,    vysxtHvsxtH ,,,,,,,, 10 ,  xtf ,  - известные 

функции;  xtv ,  - неизвестная функция , 

  ,,:,, 00 bxatstsxtG   

  bxabyatstysxtG  ,,:,,, 01 ,    xt  ,  - известные строго 

возрастающие непрерывные функции соответственно на  ,0t  и 

 ba , ,     ,0

1 tCt . 

 Рассматривается задача об ограниченности решений ИУВС (3.3.1) в 

области G . 

Пусть выполняются следующие условия: 

а)  vsxtH ,,,0  - непрерывная функция на RG 0 ,  

      vslsvsxtH 10 ,,,   и при всех   RGvsxt  0,,, ,  sl10   при всех,    ,0ts , 

    ,011 tLsl ;  

б)  vysxtH ,,,,1  - непрерывная функция на RG 1 ,  

      vslsvysxtH 21 ,,,,   и при всех   RGvysxt  1,,,, ,  sl20   при всех 

  ,0ts ,     ,012 tLsl .  

в)  xtf ,  - непрерывная функция на G , 
 

  


0
,

,sup fxtf
Gxt

. 

  ТЕОРЕМА 3.3.1. Пусть выполняются условия а), б) и в). Тогда любое 

непрерывное решение ИУВС (3.3.1) ограничено в G .  

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  Из (3.3.1) в силу условий теоремы получаем 

             2.3.3,,,,

0 0

021   

t

t

t

t

b

a

fdsydysvsldsxsvslxtv    

Вводя обозначение: 
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 
 

  ,,sup
,

xtvtg
bax

  

из (3.3.2) имеем  

               3.3.3.,

0

0021 

t

t

ttfdssgabslsltg    

Из (3.3.3), применением леммы Гронуолла-Беллмана, получаем 

           













 

t

t

dsabslslftg

0

210 exp   , 

из которого следует 

 
   4.3.3,,sup 0

,

Cfxtv
Gxt




  

где           












 


dsabslslC
t0

21exp  . 

Теорема 3.3.1  доказана.      

ПРИМЕР 3.3.1. Рассмотрим уравнение 

 
 

   
       

     







tt

stysv

sdydysv
sd

stxsv

xsv
xtv

0

1

0

2242

32

3

0

2222 21,2

,

1,1

,
,  

  )5.3.3(,1,0,0,
1 2

42




 xt
t

xt
  

Здесь 1,0,00  bat ,     yyss   ,3 ,       00,11,3 2   ss ,  

 
 

   22220

1,1

,
,,,

stxsv

xsv
vsxtH


 ,  

 
 

   2242

2

1

21,2

,
,,,,

stysv

ysv
vysxtH


 ,  

2

42

1
,

t

xt
xtf


 ; 

Оценим  vsxtH ,,,0  и  vysxtH ,,,,1  : 
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   
 

   
  vslv

sstxsv

xsvs
svsxtH 122222

2

0
1

3

1,1

,3
,,, 





 ,  

где    
21

1

3

s
sl


  .    

Тогда     ,
2 2





F   

а) если   ,10   то  
2

1

2 2








F ; 

б) если   ,1  то   1
2 2








F . 

Отсюда .1
2 2






     

Далее 

   
 

   
 vslv

sstysv

ysvs
svysxtH 222242

22

1
1

3

21,2

,3
,,,, 





 , 

где    
22

1

3

s
sl


 ;         ,1

11
, 02

2

2

42

f
t

t

t

xt
xtf 







 

Поэтому в силу теоремы 3.3.1 для решения  xtu ,  ИУВС (3.3.5) справедлива 

следующая оценка: 

 
  ,,sup 0

,

CCfxtu
Gxt




 

где 

          












 


dsabslslC
t0

21exp   

      



























 06exp6exp01
1

3

1

3
exp

0

0

22
arctgarctgarctgsds

ss  
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.
2

6exp 3
e









    т.е.  
 

  .,sup 3

0

3

,

 efextv
Gxt




 

ПРИМЕР 3.3.2. Рассмотрим уравнение 

 
    

    
 




  sd

sxsts

sxsvxsvt
xtv

t

0

23

2

5

3,sin2

,,cos
,

  

        
      

  )6.3.3(,1,0,0,
19,cos4

,,sin
22

34

0

1

0

2223

42

3

22222








   xt

t

xt

syysvst

sdydyssxsvsyxtt 

 

Здесь  1,0,00  bat ,     4, yyss   ,       00,11,
2

1
 

s
s ,  

 
    

    
,

3,sin2

,,cos
,,,

23

2

5

0

sxsts

sxsvxsvt
vsxtH






  

 
    

    2223

2

3

22222

1

9,cos4

,,sin
,,,,

syysvst

yssxsvsyxt
vysxtH







,       

 22

34

1
,

t

xt
xtf




 
; 

Оценим   vsxtH ,,,0  и  vysxtH ,,,,1 : 

   
    

      
  vslv

s

s

sxsts

sxsvxsvt
s

svsxtH 123

2

23

2

5

0

323,sin2

,,cos
2

1

,,, 










 ,  

где    
 23

2

1

32 s

s
sl


 .    

   
    

      
 vslv

s

s

syysvst

yssxsvsyxt
s

svysxtH 2222223

2

3

22222

1

969,cos4

,,sin
2

1

,,,, 











 , 
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где    
 22

2

96 s

s
sl


 ;    

 
,1

1
, 022

34

f
t

xt
xtf 




 

Поэтому в силу теоремы 3.3.1 для решения  xtu ,  ИУВС (3.3.6) справедлива 

следующая оценка: 

 
  ,,sup 0

,

CCfxtu
Gxt




  

где           












 


dsabslslC
t0

21exp   

   
          







































 









2

0

223

0

23

0

2223

2

99
12

1
33

6

1
exp01

9632
exp sdssdsds

s

s

s

s

 

.
108

7
exp

108

1

18

1
exp

9

1

12

1

3

1

6

1
exp 108

7

0

23
e

ss

















































     

т.е. 
 

  .,sup 108

7

0
108

7

,

efextv
Gxt




 

 

3.4.    О единственности решения линейного интегрального уравнения  

Вольтерра-Стилтьеса первого рода с двумя независимыми  

             переменными 

 

Рассмотрим линейное ИУВС вида 

                         

t xxt

xtfsdydysuysxtKydytuyxtbsdxsusxta
0 000

1.4.3,,,,,,,,,,,, 

 

 

где },:),{(),( lxoTtoxtGxt  , ),,,(),,,(),,,( ysxtKyxtbsxta  - известные 

функции, ),( xtu - неизвестная функция. )(),( xt   - известные строго 

возрастающие непрерывные функции. .0)0(,0)0(    
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Предположим выполнение следующих условий: 

1) функция ),,( sxta  и  ),,((s)(t) sxta  непрерывна в области 
1G , где 

},:),,{(1 lxoTtsosxtG  , 0),,( oxta   при ,),( Gxt   0),,((s)(t)  sxta   
при 

;),,( 1Gsxt   

2) функции ),,( yxtb  и ),,((y)(x) yxtb 


 
- непрерывна в области 

},:),,{(2 lxyoTtoyxtG  , 0),,( oxtb  при ,),( Gxt  0),,((y)(x)  yxtb 
при 

;),,( 2Gyxt   

3) функции ),,,( ysxtK  и ),,,((IV)

(y)(s)(x)(t) ysxtK   
- непрерывны в области 

},:),,,{(3 lxyoTtsoysxtG  , для любых при 3),,,( Gysxt   справедливо 

0),,,())()())(()((),,(),,( 2  ooysKstyxoysboysa  ,  

,0)),,,(()()(),,(),,( 2

(z))((y))((s))(  zysKyszysbysa z  
  

 ),,,())()((),,,())()((),,,( )()( ooysKyxooysKstooysK ys  
 

,0),,,())()())(()(( )()(    ooysKstyx ys
 где   - известное постоянное 

число; 

4) для любых },0:),,,{(),,,( 4 lxyzoTtzyxtGzyxt   справедливо 

;0)),,,())(()()((),,(),,( 2

(z))((t)  zoytKyxyzytboyta z  
 

5) для любых },0:),,,{(),,,( 5 lxoTtssxtGsxt    справедливо 

.;0)),,,())(()()((),,(),,( 2

)((x))(  oxsKstsoxsbxsa    

6) для любых },0:),,,,,{(),,,,,( 6 lxyzoTtszysxtGzysxt    

справедливо 

 ),,,())()((),,,())()((),,,( (y))((s))()( oysKyxoysKstoysK  

,0),,,())()())(()(( )()()(  oysKyxst ys    

 ),,,())()((),,,())()((),,,( (y))((s))()( zoysKyxzoysKstzoysK zzz  

,0),,,())()())(()(( )()()(  zoysKyxst ysz   
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 ),,,())()((),,,())()((),,,( (y)(z))((s)(z))((z))( zysKyxzysKstzysK  

.0),,,())()())(()(( )()()()(  zysKyxst IV

ysz    

    
ТЕОРЕМА 3.4.1. Пусть выполняется условия 1) ‒ 6). Тогда решение 

уравнения (3.4.1) единственно в пространстве  GL2

,
. 

     ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть  xtu ,  - решение уравнения (3.4.1) и 

 GLxtu 2),(  . Тогда уравнение (3.4.1) умножая на  xtu ,  и интегрируя по 

области      GxtxytsysGtx  ,,0,0:, , получим 

                             sdydzdysuzsuzysbsdyddysuyuysa

t x yt x s

 ,,,,,,,,
0 0 00 0 0

 

                 2.4.3.)()(),(,,,,,,
0 00 0 0 0

sdydysuysfsdyddzdysuzuzysК

t xt x s y

      

 

Преобразуем каждый из интегралов левой части (3.4.2) по формуле 

интегрирования по частям и применив формулу Дирихле: 

              sdyddysuyuysa

t x s

 ,,,,
0 0 0

 

 
 

           





























    sdydysuddyuysa

t x ss







,,,,
0 0 0

 

           













   sdydysudyuoysa

st x

 ,,,,
00 0

 

                













    sdyddysudyuysa

st x s




 ,,,,
0 0 0

 

                  




























   sdyddyuysayddyuoyta

st x

s

tx

 

2

00 0

2

00

,0,,
2

1
,,,

2

1
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                           .,,,
2

1
,,,

2

1

0 0 0 0

22


 





 dydsddyuysadyddyuyta

t x t x t s

s

t

      





























 

Отсюда применив формулу Дирихле, имеем 

                   













     yddyuytasdyddysuyuysa
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Выражение (3.4.2) снова интегрируя по области     GxtG xt ,,  и используя 
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В силу условий 1) ‒ 6) квадратичные формы в фигурных скобках в выражении 

(3.4.6) неотрицательны. Поэтому из (3.4.6) имеем 
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Пусть     .,,0, Gxtxtf   Тогда в силу 3) из (3.4.7) следует, что 

        .  ,,0,
0 0

  

s y

Gxtddu   Отсюда     .,,0, Gxtxtu    Теорема доказана. 

 

ПРИМЕР 3.4.1. Рассмотрим уравнение 
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Таким образом, выполняются все условия теоремы 3.4.1. Поэтому решение 

уравнения ИУВС (3.4.8) единственно в пространстве     .1;01;02 L  

 

3.5.   Регуляризация и единственность решения линейного   

         интегрального уравнение Вольтерра-Стилтьеса первого рода  

         с двумя независимыми переменными 

 

В этом разделе для линейных интегральных уравнений Вольтерра-

Стилтьеса первого рода с двумя независимыми переменными построены 

регуляризирующие операторы по М.М. Лаврентьеву и доказана теорема 

единственности в ).(GC  

Рассмотрим уравнение 

                      

t

t

t

t

x

x

GxtxtfsdydysuysxtNsdxsusxtK

0 0 0

1.5.3,,,,,,,,,,, 
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где  xtu ,  - искомая функция ,  sxtK ,, ,  ysxtN ,,,  - известные ядра,  xtf ,  - 

известная функция;   0,0 xtf  при  Xxx ,0 ;   XxxTttxtG  00 ,:, , 

   xt  ,  - известные строго возрастающие непрерывные функции. 

Известно, что множество  GC  всех непрерывных действительных 

функций, определенных наG , с нормой uu
GC

max
 

образует 

нормированное пространство. 

Пусть выполняются следующие условия: 

а) при любом фиксированном   Gxt , функция     ttLsxtK ,,, 01 , а 

функция       xxttLysxtN ,,,,, 001  , функции  sxtK ,, и  ysxtN ,,,  - 

непрерывные по совокупности  xt, соответственно в областях 

  XxxTtstsxtG  001 ,:,,
 и   XxyxTtstysxtG  003 ,:,,, , 

   GLtxtK 1,,  ,   0,, txtK  при   Gxt , . 

б) при t для любых  sxt ,,  и   1,, Gsx   справедливо 

       

t

sdsxsKCsxKsxtK


 ,,,,,, , где C0  - некоторая постоянная. 

в) при t  для любых  ysxt ,,,  и   3,,, Gysx 
 справедливо 

       

t

sdsxsKllCysxNysxtN


 ,,,,,,,, 211 , 

  0,,, ytxtN  при     XxyxTttyxtGyxt  002 ,:,,,,  

где 21 0,0 ll   - постоянные. 

Наряду с уравнением (3.5.1) будем рассматривать следующее сингулярно-

возмущенное уравнение  
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                      

t

t

t

t

x

x

xtfsdydysvysxtNsdxsvsxtKxtv

0 0 0

2.5.3,,,,,,,,,,,,,   

где 0  - малый параметр,   Gxt , . 

Решение уравнения (3.5.2) будем искать в виде 

       3.5.3,,,,,,  xtxtuxtv 

где  xtu ,  - решение уравнения (3.5.1). 

Подставляя функцию  ,, xtv в (3.5.2) и учитывая, что  xtu ,  - решение 

уравнения (3.5.1), имеем:               

                   

t

t

x

x

t

t

xtusdydysysxtNsdxssxtKxt

0 00

.0,,,,,,,,,,,, 

Последнее, разделив  на  и преобразовав,  получим: 

                 

t

t

t

t

sdxssxsKsxtKsdxssxsKxt

00

,,,,,,
1

,,,,
1

,, 







             

t

t

x

x

xtusdydysysxtN

0 0

4.5.3.,,,,,,
1




                                                                                                                                

Теперь применим резольвенту ядра  
 













sxsK ,,
: 

 
     

.
,,

,,,
,,

1







dxK

t

se
sxsK

sxtR





 

Тогда последнее уравнение имеет вид  

                     

t

t

t

t

x

x

sdydysysxtNsdxssxsKsxtKxt

0 0 0

,,,,,
1

,,,,,,
1

,, 







   
   

         










t

t

s

t

dxK

dxxKxsKesxsKxtu

t

s

0 0

,,,,,,,,
1

,
,,

1

2







             

s

t

x

x

sdxsudydyyxsN

0 0

.,,,,,, 

 

Относительно этого уравнения делаем следующие 

преобразования:



73 
 

                     

t

t

t

t

x

x

sdydysysxtNsdxssxsKsxtKxt

0 0 0

,,,,,
1

,,,,,,
1

,, 







   
   

            



t

t

s

t

dxK

sddxxKxtKesxsKxtu

t

s

0 0

,,,,,,,,
1

,
,,

1

2







 
   

            



t

t

s

t

dxK

sddxxsKxtKesxsK

t

s

0 0

,,,,,,,,
1

,,
1

2







 
   

            



t

t

s

t

x

x

dxK

sddydyyxtNesxsK

t

s

0 0 0

,,,,,,,
1

,,
1

2







 
   

               



t

t

s

t

x

x

dxK

sddydyyxsNyxtNesxsK

t

s

0 0 0

,,,,,,,,,,
1

,,
1

2







 
   

     
   

      .,,,,
1

,,,
1

00

,,
1

,,
1

 






 t

t

dxKt

t

dxK

sdxsuxtuesxsKsdxtuesxsK

t

s

t

s 











 

Так как   
   

 
   sdsxsKt

t

dxK

t

ot

t

s esdesxsK













 


,,

1
,,

1

0

1,,
1

, то из последнего 

уравнения, получим 

                     

t

t

t

t

x

x

sdydysysxtNsdxssxsKsxtKxt

0 0 0

,,,,,
1

,,,,,,
1

,, 







 
   

            



t

t

s

t

dxK

sddxxKxtKesxsK

t

s

0 0

,,,,,,,,
1

,,
1

2







 
   

            



t

t

s

t

dxK

sddxxsKxtKesxsK

t

s

0 0

,,,,,,,,
1

,,
1

2







 
   

            



t

t

s

t

x

x

dxK

sddydyyxtNesxsK

t

s

0 0 0

,,,,,,,
1

,,
1

2







 
   

               



t

t

s

t

x

x

dxK

sddydyyxsNyxtNesxsK

t

s

0 0 0

,,,,,,,,,,
1

,,
1

2







 
   

 
   

      .,,,,
1

,

0

0

,,
1,,

1

 






 t

t

dxKsdsxsK

sdxsuxtuesxsKextu

t

s

t

t 








 

Сюда применяя формулу Дирихле, затем заменив  на s получим 
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 
   

         



t

t

dxK

sdxssxsKsxtKext

t

s

0

,,,,,,
1

,,
,,

1









 
   

            




















t

t

t

s

dxK

sdxsdsxKsxtKexK

t

0

,,,,,,,,
1

,,
1

2








 
   

       



t

t

x

x

dxK

sdydyseysxtN

t

s

0 0

,,,,,
1

,,
1







 
   
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sdydysdysxNysxtNexK

t
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
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   

       
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
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dxKdxK

sdxsuxtuesxsKextu

t
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t
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,
,,
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1



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




. 

Отсюда 

                      

t

t

t

t

x

x

xtsdydysysxtNsdxssxtHxt

0 0 0

5.5.3,,,,,,,,,,,,,,,, 1 

где 

      
   





 





dxK

t

sesxsKsxtKsxtH
,,

1

,,,,
1

,,,

 
   

        6.5.3,,,,,,,
1

,,
1

2






 dsxKsxtKexK

t

s

dxK

t

 





   
   

 
   

 






 t

s

dxKdxK

t

s

t

s exKeysxtNysxtN











,,
1

2

,,
1

1 ,,
1

,,,
1

,,,,
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Предварительно докажем следующие предложения. 
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ЛЕММА 3.5.1. Пусть 

   
   
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где        0,,, 0  xtuGCxtu  при      ,,,,, 10 GLtxtKXxx     0,, txtK  для почти 

всех   Gxt , , функция      
t

t

sdsxsKxt

0

,,,   непрерывна по совокупности 

  Gxt , . Тогда справедлива оценка 
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где   - произвольное число из интервала  1,0  , 

 
 

      ,,,,,sup 0

11

,0

0

xxzuxxzu

xxx

zz
u












 

 xz,1  - обратная функция для функции     Gxtxtz  ,,, .  

           ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) если  ,,1

0 xtt   Xxx 0 , то из (3.5.8) 

имеем 

   
 

   
   

     9.5.3.,,
1

,,

0

,,
1

,
1







 



u

t

t

dxK

u

xt

u
sdesxsKext

t

s 


 




 

2) Если   ,,1 Ttx   Xxx 0 , то 

 
 

   10.5.3,,,
1

1
,

1



 



 extuextu
C

xt

 

 
   

      
  


 




xxt

t

dxK

sdxsuxtuesxsK

t

s

,, ,,
11

0

,,,,
1

 





 
   

      
  












t

xxt

dxK

sdxsuxtuesxsK

t

s

,,

,,
1

1

,,,,
1








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     11.5.3.,2
1

1

 


uC
extu 




 

Из (3.5.9), (3.5.10) и (3.5.11) следует справедливость леммы 3.5.1. 

ЛЕММА 3.5.2. Пусть функция  ,,, sxtH  определена по формуле (3.5.6) 

и выполняются условия а), б). Тогда справедлива следующая оценка 

  ,,,, 2CsxtH    где   1

2 1  eCC . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С учетом условия б) из (3.5.6) получим 

 
   

    




 t

s

dxK

dxKCesxtH

t

t 







,,
1

,,, 0

,,
1

 

 
   

      















t

s

t

s

dxK

ddxKCexK

t

s .,,,,
1 ,,

1

2







 

Для первого слагаемого 

   

        ,,,
1

,,
1 1

,,
1



















 CeeCdxKdxKCe

t

s

t

s

dxK

t

s 









 

для второго 

 
   

     














 
t

s

tdxK

ddxKexKC

t

s 










,,
1

,,
1 ,,

1

 

   

       











 







0

0

,,
1

0,,
1

,,
1

t

t

dxK

t

s

t

s

CdeCdeC

dxK

dxK

t

s

















. 

Следовательно, справедлива лемма 3.5.2. 



77 
 

ЛЕММА 3.5.3. Пусть функция  ,,,,1 ysxtN  определяется по формуле 

(3.5.7). Если выполняются условия а) - в),  то справедлива следующая оценка: 

  ,,,,, 2131 llCysxtN    где   1

23 1  eCC . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Принимая во внимание условия а) - в), из (3.5.7) 

получим требуемую оценку.  

Далее, в силу лемм 3.5.1, 3.5.2 и 3.5.3 из (3.5.5) имеем: 

             .,,,,,,

0 00

21320   

t

t

x

x

t

t

sdydysllCsdxsCCxt 

 

Обозначим           

t

t

x

x

sdydysllCCxta

0 0

.,,,, 2130   

 Тогда 

         12.5.3.,,,,,,

0

2 

t

t

sdxsCxtaxt          

Разрешая интегральное неравенство (3.5.12) аналогично теореме 1.1.2 

[47, с. 11-13] , получим :   

     
 

         





t

t

st

t

t

d

sdexsaCxtasdexsaCxtaxt

t

s

00

,,,,,,,,,, 22 


или 

                   

t

t

x

x

t

t

st sdeCCsdydysllCCxt

0 0 0

022130 ,,,,   

         .,,

0 0 0

2132   


t

t

s

t

x

x

st sddydyellCC   

К тройному интегралу, применив формулу Дирихле, затем заменив  на 

s  и учитывая, что  0C  - постоянная, из последнего имеем 
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             ,,,11,,

0 0

21330 sdydysTellCTeCCxt

t

t

x

x

TT      

или  

             13.5.3,,,,,,,

0 0

11  

t

t

x

x

sdydysysTKaxt 

 

где       ,1 301

TTeCCa  
   

    sTellCysTK T  1,, 2131 . 

ЛЕММА 3.5. 4. Пусть   ,, xt  - непрерывна, неотрицательна в G и 

выполняется неравенство (3.5.13). Тогда справедлива 

          .,,exp,,

0 0

11 












  

t

t

x

x

sdydysTKaxt 

 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим 

             14.5.3.,,,,,,

0 0

11  

t

t

x

x

sdydysysTKaxtR 

 

Введем функцию 

   
R

a

d
RG

1

15.5.3.




 

Тогда в силу (3.5.13) 

         16.5.3.,,,,,,,, 11

2

 xtRxtTKxtxtTK
xt

R






 

Находим  



79 
 

        17.5.3.
22

x

R

t

R
RG

xt

R
RGRG

xt 


















 

На основании (3.5.16) из (3.5.17) следует  

            18.5.3.,,,,1

2

xtRxtTKRG
x

R

t

R
RGRG

xt
















 

Согласно (3.5.15)     0,
1

 RG
R

RG , кроме того, из (3.5.14) следует,  

что 
t

R




и 

x

R




 неотрицательны.   

Тогда из (3.5.18) имеем 

    xtTKRG
xt

,,1

2





 . 

Проинтегрируем 

               ,,,,,,,,,

0 0

1000  

t

t

x

x

sdydysTKxtRGxtRGxtRG   

или          

t

t

x

x

sdydysTKxtRG

0 0

,,,, 1  . 

Следовательно,         













  



t

t

x

x

sdydysTKGxtR

0 0

,,,, 1

1  . 

Исходя из (3.5.15), получим       eaG 1

1 
. 

Таким образом,          













  

t

t

x

x

sdydysTKaxtR

0 0

,,exp,, 11  . 

Отсюда вытекает справедливость леммы 3.5.4. 

В силу леммы 3.5.4 из (3.5.13) имеем 
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     19.5.3,,, 04  CCxt 

 

где     .1exp1 21334

TT TellCeTCC   

Таким образом, доказана следующая 

ТЕОРЕМА 3.5.1. Пусть выполняются условия а) - в) и уравнение (3.5.1) 

имеет непрерывное решение  xtu ,  на G  и   0,0 xtu  при  Xxx ,0 , кроме того, 

пусть   0,, txtK  для почти всех   Gxt , . Тогда решение уравнения (3.5.2) 

представимо в виде (3.5.3), причем это решение при 0  сходится к 

непрерывному решению уравнения (3.5.1) в области G  и справедлива оценка 

(3.5.19).  

Теперь покажем, что решение уравнения (3.5.1) единственно в 

пространстве  GC . Следуя по вышеизложенному методу, из (3.5.2) получим: 

                      

t

t

t

t

x

x

xtFsdydysuysxtNsdxsusxtHxtu

0 0 0

20.5.3,,,,,,,,,,,,,,,, 11 

где  ,,, sxtH  и  ,,,,1 ysxtN  определены по формулам (3.5.6) и (3.5.7) 

соответственно, 

     
   

     21.5.3.,,,
1

,
1

,,
,,

1

21

0

sdxsfesxsKxtfxtF
dxKt

t

t

s 





 






Предварительно докажем следующую лемму. 

ЛЕММА 3.5.5. Если функция  ,,1 xtF  определена формулой (3.5.21), то 

для нее справедлива оценка 

 
 

   22.5.3.,,
,2

,,1 Gxt
xtf

xtF C 




ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, из (3.5.21) имеем 

 
 

 
   

    





 sdxsfesxsK
xtf

xtF
dxKt

t

t

s 






,,,

1,
,,

,,
1

21

0
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   
 

   

 
 

.
,2

,,
1,, ,,

1

0






 C

dxKt

t

xtf
sdesxsK

xtfxtf
t

s 





  

Лемма 3.5.5 доказана. 

ТЕОРЕМА 3.5.2. Пусть выполняются условия а) - в) и 

    

t

t

sdsxsK

0

0,,  при   Gxt , . Тогда решение уравнения (3.5.1) в пространстве 

непрерывных функций на G  единственно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть  xtu , - ненулевое решение уравнения 

(3.5.1) при   .0, xtf  Тогда в силу условий а) -в) можно показать, что 

  0,0 xtu  на  Xx ,0 . В самом деле, пусть 

                

t

t

t

t

x

x

sdydysuysxtNsdxsusxtK

0 0 0

0,,,,,,, 

  

при   ., Gxt   

Последнее преобразуем к эквивалентному уравнению 

                

t

t

t

t

sdxsusxsKsxtKsdsxsKxtu

0 0

,,,,,,,,0   

                      

t

t

t

t

x

x

sdydysuysxsNysxtNsdxtuxsusxtK

0 0 0

,,,,,,,,,,, 0  . 

В силу условий а) - в) отсюда имеем 

                

t

t

t

t

t

s

C
sddxKCxtusdsxsKxtu

0 0

,,,,,,0   

 
 

                    





t

t

x

x

t

s

C

t

t
tts

sdyddxKllCxtusdsxsKxtuxsu

xxx 0 00,0

0

,,,,,,,sup 2110
,

 . 

Отсюда применяя формулу Дирихле, затем заменив  на s  и в силу теоремы о 

среднем имеем 
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                
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По условию теоремы     

t

t

sdsxsK

0

0,,  при  Xxx ,0 . 

Тогда имеем 

        
 
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              .,,, 00211 GxtttxxxtullC
C

   

Отсюда, переходя к пределу при 0t ,получим   0,0 xtu  при  Xxx ,0 . 

Далее, учитывая леммы 3.5.2, 3.5.3 и 3.5.5, используя лемму 3.5.4, из 

(3.5.20) имеем 

  0, xtu  на G  при   .0, xtf  

Тогда в силу (3.5.19) из (3.5.3) имеем 

   ,, 04 CCxtu
C


 

где  00   . 

Отсюда при 0 вытекает, что   0, xtu  на G  при   .0, xtf  

Теорема 3.5.2 доказана. 

ПРИМЕР 3.5.1. Рассмотрим уравнение 

            23.5.3,,,,6
0 0

3333

0

3 23 2
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t xt
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где     ,, 33 sxtt          ,1;01;0, Gxt  

Нетрудно убедиться , что выполняются все условия а) - в). Здесь  
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3.6.  Заключение по главе 3 

 

Установлены достаточные условия абсолютной и квадратичной 

суммируемости на бесконечном секторе решения слабо нелинейного ИУВС 

второго рода с двумя независимыми переменными; для оценки и 

ограниченности решения линейного и слабо нелинейного ИУВС второго 

рода с двумя независимыми переменными в бесконечной полосе, при этом 

существенно используется возрастание функции интегрирования по 

пространственной переменной, в случае ограниченности свободного члена 

этих уравнений; единственности решения линейного ИУВС первого рода с 

двумя независимыми переменными в пространстве квадратично  

суммируемых функций в заданном прямоугольнике; регуляризируемости по 

М.М. Лаврентьеву и единственности решения линейного ИУВС первого рода 

с двумя независимыми переменными в пространстве непрерывных функций 

в заданном прямоугольнике. 

Во всех разделах главы построены иллюстративные примеры, 

показывающие естественность доказанных теорем и некоторых следствий из 

них.  
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ВЫВОДЫ 

 

В настоящей диссертационной работе развитием методов 

преобразования уравнений, весовых и срезывающих функций, 

интегрирования по частям, интегральных неравенств с интегралом 

Стилтьеса, неотрицательных квадратичных форм, разработанных в ИМ НАН 

КР, установлены достаточные условия абсолютной и квадратичной 

интегрируемости на полуоси решения линейного ИУВС второго рода без 

предположения, что этими свойствами обладает его свободный член, при 

этом доказана общая теорема и из нее выведены множество следствий - 

коэффициентных признаков; для оценки, ограниченности, абсолютной и 

квадратичной интегрируемости на полуоси, стремления к нулю любого 

решения слабо нелинейного ИДУВС первого порядка; ограниченности на 

полуоси любого решения и его первой производной слабо нелинейного 

ИДУВС второго порядка, оценки, абсолютной и квадратичной 

интегрируемости на полуоси, стремления к нулю первой производной 

любого решения этого уравнения; абсолютной и квадратичной 

суммируемости на бесконечном секторе решения слабо нелинейного ИУВС 

второго рода с двумя независимыми переменными; для оценки и 

ограниченности решения линейного и слабо нелинейного ИУВС второго 

рода с двумя независимыми переменными в бесконечной полосе, при этом 

существенно используется возрастание функции интегрирования по 

пространственной переменной, в случае ограниченности свободного члена 

этих уравнений; единственности решения линейного ИУВС первого рода с 

двумя независимыми переменными в пространстве квадратично  

суммируемых функций в заданном прямоугольнике; регуляризируемости по 

М.М. Лаврентьеву и единственности решения линейного ИУВС первого рода 

с двумя независимыми переменными в пространстве непрерывных функций 

в заданном прямоугольнике. 
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 Отметим, что в разделах 2.2, 2.3 рассматриваются случаи, когда 

производная возрастающей функции, по которой в ИДУВС (2.2.1), (2.3.1) 

ведется интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках полуоси, 

что удается достичь за счет введенной неотрицательной весовой функции. 

Отметим также в ИУВС (2.1.1) и ИДУВС (2.2.1), (2.3.1) слагаемые ядра 

 ,tK  и свободного члена  tf  могут быть недифференцируемыми по обеим 

аргументам на некоторых точках полуоси, что удается за счет введения 

некоторых срезывающих функций. Для достижения этих случаев 

использован метод весовых и срезывающих функций С. Искандарова [28]. 

На все теоремы и на некоторые следствия из них построены 

иллюстративные примеры, подтверждающие выполнимость налагаемых 

условий.  

Результаты настоящей работы могут найти применение в общей и 

качественной теории ИУВС и ИДУВС, а также при анализе и 

прогнозировании некоторых процессов механики с импульсным 

воздействием, оптимального управления, динамической теории 

кинетических уравнений для классических и квантовых систем, обратных 

задач теории рассеяния. 
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